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VResumen
En este trabajo se estudian las conexiones entre las FD relaciones con soporte finito y los preo´rde-
nes. Se demuestra que existe una correspondencia biunı´voca entre las FD relaciones con soporte
finito y los espacios pretopolo´gicos finitos, y se aprovecha dicho vı´nculo para interpretar, en te´rmi-
nos de las funciones submodulares, aquellos conceptos relacionados con la clasificacio´n por tipo
de homotopı´a de los espacios topolo´gicos finitos: funcio´n continua, espacio conexo, espacio T0 y
beat points. Adema´s, se presentan algoritmos que calculan los valores de algunas funciones sub-
modulares relacionadas con espacios topolo´gicos finitos y se interpreta el algoritmo de reduccio´n
de Stong [13] por medio de dichas funciones. Los resultados obtenidos se basan principalmente en
[2], [4], [11] y [14].
Palabras clave: FD relacio´n, pretopologı´a, preorden, topologı´a, funcio´n submodular, orden, beat point,
diagrama de Hasse.
Abstract
In this work the connections between the FD relations with finite support and preorders are studied.
We show that there is a one to one correspondence between the FD relations with finite support and
pretopolo´gicos finite spaces , and that link is used to interpret, in terms of functions submodulares
those concepts related to homotopy type classification of finite topological spaces continuous fun-
ction, connected space, space T0 and beat points. Furthermore , algorithms that compute the values
of some functions related submodulares finite topological spaces and Stong reduction algorithm
[13] through interprets these functions are presented . The results are mainly based on [2], [4], [11]
and [14].
Keywords: FD relation, pre-topology, preorder, topology, submodular function, order, beat point,
Hasse diagram.
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Introduccio´n
En 1937, Alexandroff [1] nota que existe una correspondencia biunı´voca entre los espacios to-
polo´gicos finitos y los conjuntos preordenados, adema´s, muestra la correspondencia entre los es-
pacios finitos T0 y los posets finitos, develando su estructura combinatoria. En 1966, se retoma
dicha idea, McCord [9] demuestra que todo espacio topolo´gico finito, es homoto´picamente equi-
valente a uno T0, lo cual aprovecha Stong [13] en ese mismo an˜o, pues descubre una te´cnica de
reducciones sucesivas, la cual consiste, en eliminar o an˜adir ciertos puntos, a los que denomina
como puntos lineales y puntos colineales de los espacios T0, obteniendo en cada paso, un espacio
con el mismo tipo homoto´pico que el anterior. Lo que implica, que para el estudio de equivalencias
homoto´picas en espacios finitos, basta estudiar aquellos que son T0, identificando ciertos puntos
especiales.
El me´todo de Stong inspiro´ nuevos trabajos mucho ma´s recientes, entre los que se destaca la tesis
doctoral de Jonathan Barmak [2], quien, junto con Gabriel Minian, estudian los me´todos de re-
duccio´n de un punto, para abordar varias nociones en topologı´a algebraica de espacios finitos. Por
supuesto, el primer me´todo de reduccio´n de un punto es el de Stong. Usando la terminologı´a actual
introducida por J.P May en [8], Barmak y Minian se refieren a los puntos colineales y a los puntos
lineales, como up beat points y down beat points respectivamente.
En un artı´culo de 1991 publicado por Frantisek Matu´s [4], se exhibe una conexio´n entre las re-
laciones de dependencia funcional (FD relaciones), los operadores de clausura y las funciones
submodulares. Esta conexio´n fue estudiada por Rau´l Varela en su trabajo [14], presentando a su
vez, un vı´nculo entre las FD relaciones y los objetos definidos a partir de operadores de clausura.
En particular, advirtio´ una conexio´n entre los espacios topolo´gicos y las FD relaciones. Como con-
tinuacio´n de dicho trabajo, Leonardo Roa en [11], caracteriza algunos conceptos y propiedades de
espacios topolo´gicos finitos mediante FD relaciones y funciones submodulares.
En este trabajo, se presentan los conceptos relacionados con el de clasificacio´n por tipo homoto´pi-
co, vı´a funciones submodulares, tomando como principales referencias los trabajos de Barmak,
Varela y Roa. Por medio de las funciones submodulares, se caracterizan las nociones de funcio´n
continua, espacio conexo, espacio T0 y los beat points. En el camino, se demuestra que las FD
relaciones y las pretopologı´as (estudiadas desde la perspectiva de Alberto Donado en [3]) son el
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mismo objeto, visto en contextos diferentes, observacio´n que resulta esencial para el desarrollo del
presente trabajo, cuyo contenido se resume a continuacio´n:
En el capı´tulo 1, se presenta una introduccio´n de las siguientes ideas: conexiones entre las fun-
ciones submodulares, las FD relaciones y los operadores de clausura, definiciones referentes a
espacios topolo´gicos finitos, principalmente su correspondencia con los conjuntos preordenados y
por u´ltimo, se dan las definiciones necesarias referentes con la clasificacio´n por tipo de homotopı´a
de espacios finitos.
En el capı´tulo 2, se muestra una correspondencia biunı´voca entre las pretopologı´as que se definen
en un conjunto finito (concepto introducido en [3]) y las FD relaciones que se pueden definir a
partir del mismo conjunto, lo cual se hace aprovechando que las primeras se dan a partir de la defi-
nicio´n de punto interior que da lugar al operador de interior, luego se describen algunas nociones
pretopolo´gicas desde las funciones submodulares, en particular, se estudia un teorema de McCord
[9] en el contexto de las pretopologı´as y las FD relaciones.
En el capı´tulo 3, se describe la FD relacio´n asociada a un espacio topolo´gico finito. Adema´s, se dan
las ideas principales que se usan en [2], [8] y [13], para estudiar los tipos de homotopı´a, caracteri-
zando los beat points y el algoritmo de reduccio´n de Stong, por medio de funciones submodulares.
Los aportes de este documento son los siguientes:
Se demuestra, que a partir de cualquier subconjunto de un conjunto finito dado, se puede
construir una funcio´n submodular de valor entero, cuyo dominio es el conjunto de partes del
segundo conjunto y cuenta el nu´mero de subconjuntos que no esta´n contenidos en el primero.
Se demuestra, que los espacios pretopolo´gicos definidos sobre un conjunto finito, esta´n en
correspondencia biunı´voca con las FD relaciones, cuyo soporte es el mismo conjunto.
Se da una descripcio´n de las FD relaciones asociadas a topologı´as, por medio de preo´rdenes.
Se caracterizan las nociones topolo´gicas de punto interior, conjunto abierto, espacio conexo,
funcio´n continua, beat points y se da una descripcio´n de los posets vı´a FD relaciones y
funciones submodulares.
Se presenta una propuesta del algoritmo de reduccio´n de Stong, por medio de funciones
submodulares.
Lista de sı´mbolos
Sı´mbolo Descripcio´n
E Sera´ reservada para denotar un conjunto finito.
a1a2 . . .an Conjunto {a1,a2, . . . ,an}
α Pretopologı´a.
τ Topologı´a.
τop Topologı´a opuesta.U Base minimal de una topologı´a.D Base minimal de una topologı´a opuesta.
Ac Complemento de A.∣A∣ Cardinal de A.
2A Partes de A.
A○ Interior de A
A Adherencia de A
g[A] Imagen directa de A bajo una funcio´n g.≤ Relacio´n de preorden o de orden parcial.< Preorden u orden estricto.
f∆ Funcio´n submodular de valor entero asociada a un conjunto ∆.N FD relacio´n.
Capı´tulo 1
Preliminares
En este capı´tulo, se introducen las definiciones ba´sicas y algunas nociones teo´ricas esenciales para
la comprensio´n del trabajo. Aunque las demostraciones de algunas proposiciones no se exhiben,
se dan las referencias bibliogra´ficas para su consulta.
En la seccio´n 1.1, se exponen las definiciones de funcio´n submodular y de FD relacio´n, de igual
manera, se presenta una conexio´n entre estos dos conceptos, tomada de [4]. En la seccio´n 1.2, se
da la definicio´n de operador de clausura, ejemplos y relaciones con funciones submodulares. En la
seccio´n 1.3, se describe la nocio´n de pretopologı´a, de forma similar a lo hecho en [3]. Para cerrar el
capı´tulo, en la seccio´n 1.4 se presentan algunos resultados referentes a espacios topolo´gicos finitos,
en particular, se describen de topologı´as T0, su representacio´n gra´fica por medio de diagramas de
Hasse y se dan algunas definiciones referentes al concepto de homotopı´a en espacios finitos, las
referencias para este tema son [2] y [12].
1.1. Funciones submodulares y FD relaciones
Definicio´n 1.1. Una funcio´n f ∶ 2E Ð→R es submodular, si cumple la condicio´n
f (A∪B)+ f (A∩B) ≤ f (A)+ f (B), (1-1)
para cualquier pareja A, B ⊆ E.
La propiedad (1-1) se denomina submodularidad.
Adema´s, se dice que f es no decreciente, si A ⊆ B implica f (A) ≤ f (B).
No´tese que la suma de funciones submodulares, es una funcio´n submodular y el producto de un
escalar no negativo por una funcio´n submodular tambie´n lo es. En consecuencia, el conjunto de las
funciones submodulares conforman un cono convexo, ve´ase [11].
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A continuacio´n, se dan ejemplos de funciones submodulares, en los que se denota el conjunto{a1,a2, . . . ,an} por a1a2 . . .an.
Ejemplo 1.2.
1. Si J ⊆ E, entonces, la funcio´n qJ ∶ 2E → {0,1} definida por:
qJ(I) ∶= { 1 si I ⊈ J0 si I ⊆ J,
es submodular. En efecto, sean A, B ∈ 2E y conside´rense los tres casos posibles para la suma
qJ(A)+qJ(B):
a) Si qJ(A)+qJ(B) = 0, entonces A,B ⊆ J, luego A∪B ⊆ J y A∩B ⊆ J, esto implica que
qJ(A∪B)+qJ(A∩B) = 0.
b) Si qJ(A)+qJ(B) = 1, entonces se puede suponer sin pe´rdida de generalidad, que A ⊆ J
y B ⊈ J. Luego A∪B ⊈ J y A∩B ⊆ A ⊆ J, por lo tanto
qJ(A∪B)+qJ(A∩B) = 1.
c) Si qJ(A)+qJ(B) = 2, entonces A,B ⊈ J, luego A∪B ⊈ J. Pero se puede dar que A∩B ⊆ J
o A∩B ⊈ J, ası´ que
qJ(A∪B)+qJ(A∩B) ∈ {1,2}.
En cualquiera de los tres casos, qJ cumple la condicio´n de submodularidad:
qJ(A∪B)+qJ(A∩B) ≤ qJ(A)+qJ(B).
2. La anterior funcio´n permite obtener otra, tambie´n submodular (con dominio 2E), asociada
a un conjunto cualquiera ∆ ⊆ 2E , cuyo codominio es Z. Para cada I ⊆ E, se define
f∆(I) ∶=∑
J∈∆qJ(I).
Obse´rvese que f∆ es una suma de funciones submodulares. Adema´s es no decreciente, pues
si A⊆B ⊆E, entonces cualquier elemento en ∆ que contenga a B, contendra´ a A, esto implica
que qJ(A) ≤ qJ(B) para todo J ∈ ∆.
No´tese que, por la definicio´n de qJ , f∆(I) es el nu´mero de elementos en ∆ que no contienen
a I.
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3. Conside´rese el conjunto abc y la funcio´n f que se define en la siguiente tabla:
A ∅ a a c ab ac bc abc
f(A) 0 4 2 2 4 4 3 4
Tabla 1-1
Puede verificarse ra´pidamente que f es submodular: por ejemplo, ab∩bc = b y ab∪bc = abc,
y por lo tanto,
f (abc)+ f (b) = 6 y f (ab)+ f (bc) = 8.
A continuacio´n, se introducen ciertas estructuras conjuntistas denominadas FD relaciones, las cua-
les son muy importantes en la caracterizacio´n de nociones topolo´gicas por medio de funciones
submodulares.
Definicio´n 1.3. Una FD relacio´n N con soporte E, es un subconjunto de 2E ×2E que satisface:
(FD1) Si J ⊆ I, entonces (I,J) ∈N ,
(FD2) Si (I,J), (J,K) ∈N , entonces (I,K) ∈N ,
(FD3) Si (I,J), (I,K) ∈N , entonces (I,J∪K) ∈N .
Definicio´n 1.4. Para cada A ⊆ E y cada FD relacio´n N , se define el conjunto
N (A) ∶= {J ∈ 2E ; (A,J) ∈N}.
Esto es, el conjunto de elementos en 2E relacionados con A en N , como segundas componentes.
Este conjunto se introduce u´nicamente para simplificar la escritura de algunas definiciones y de-
mostraciones que se hacen en este documento, sin embargo, en algunas ocasiones, en vez de escri-
bir J ∈N (I), se escribira´ (I,J) ∈N .
A continuacio´n se dan ejemplos de FD relaciones. Al igual que para funciones submodulares, se
denotara´ el conjunto {a1,a2, . . . ,an} por a1a2 . . .an .
Ejemplo 1.5. Los siguientes conjuntos son ejemplos de FD relaciones:
1. N∣E ∣ = {(I,J) ∈ 2E ×2E ; J ⊆ I }. Esto, debido a que la relacio´n ⊆ satisface los axiomas (FD1),
(FD2) y (FD3). En este caso,
N (I) = 2I para todo I ∈ 2E
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2. M1 =N∣abc∣∪{(a,∅),(b,∅),(ab,∅),(a,b),(a,ab)}.
3. M2 =N∣abc∣∪{(a,∅),(b,∅),(ab,∅),(b,a),(b,ab)}.
En [4], Frantisek Matu´s muestra una forma natural de definir una FD relacio´n, a partir de una
funcio´n submodular no decreciente; su me´todo se puede ver en la siguiente proposicio´n.
Proposicio´n 1.6. Sea f ∶2E Ð→R una funcio´n submodular no decreciente. El conjunto
N f = {(I,J) ∈ 2E ×2E ; f (I) = f (I∪J)},
es una FD relacio´n.
Demostracio´n. Ve´ase [11].
En [11], se demuestra que existen infinitas funciones submodulares que inducen la misma FD
relacio´n N . Adema´s, se define el conjunto
λ(N ) = { f ; N f =N}, (1-2)
de todas las funciones submodulares que inducen a N .
1.2. Operadores de clausura
Definicio´n 1.7. Una funcio´n c ∶ 2E → 2E es un operador de clausura sobre E, si satisface:
(CL1) Proyeccio´n: I ⊆ c(I), para cada I ∈ 2E ,
(CL2) Monotonı´a: si J ⊆ I, entonces c(J) ⊆ c(I),
(CL3) Idempotencia: c(c(I)) = c(I), para cada I ∈ 2E .
Adema´s, cada elemento del conjunto
C ∶= {I ∈ 2E ; I = c(I)},
se denomina conjunto cerrado en E segu´n c.
Las proposiciones 1.8 y 1.9 que se presentan a continuacio´n, muestran explı´citamente que los
operadores de clausura y las FD relaciones esta´n en correspondencia biunı´voca (ve´ase [4] y [14]).
Proposicio´n 1.8. Sea N una FD relacio´n. La funcio´n cN ∶ 2E → 2E dada por
cN (I) = ⋃
J∈N (I)J
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es un operador de clausura.
Adema´s, dado un operador de clausura c, el conjunto
Nc = {(I,J) ∈ 2E ×2E ;J ⊆ c(I)}
es una FD relacio´n.
Demostracio´n. Ve´ase [14].
Proposicio´n 1.9. Sean N una FD relacio´n y c ∶ 2E → 2E un operador de clausura. Entonces
N =NcN y c = cNc
Demostracio´n. Ve´ase [14].
1.3. Espacios pretopolo´gicos finitos
En esta seccio´n se introduce la definicio´n de espacio pretopolo´gico, ası´ como las nociones pre-
topolo´gicas de: funcio´n continua, separacio´n de un espacio pretopolo´gico y espacio conexo, de
manera similar a lo estudiado en [3].
Definicio´n 1.10. Sean E un conjunto finito, α ⊆ 2E y A ∈ 2E .
1. Un elemento a ∈ A se dice punto α-interior de A, si existe U ∈ α tal que x ∈U ⊆ A.
2. El conjunto de todos los puntos α-interiores de A, se denomina el α-interior de A y se denota
por A○.
3. A es un α-abierto, si A = A○.
4. El conjunto de α-abiertos de E se denota por Λα , esto es
Λα = {A; A = A○}.
No´tese que, por la misma definicio´n, α ⊆ Λα . Adema´s, ∅ ∈ Λα . Pero en general, no es cierto que
E ∈Λα , como se vera´ en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.11. Conside´rense los conjuntos E = {a,b,c,d} y
α = {∅,{a,b},{b,c}}.
d no es un punto α-interior de E, pues no pertenece a ningu´n elemento de α , razo´n por la
cual, E no es α-abierto.
{a,b,c} = {a,b}∪{b,c} es α-abierto.
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Definicio´n 1.12. Si α = Λα , se dice que α es una pretopologı´a y que el par (E,α) es un espacio
pretopolo´gico.
Esto es, una pretopologı´a en E es el conjunto de α-abiertos de algu´n α ⊆ 2E .
Ejemplo 1.13. Del ejemplo anterior, se tiene que α = {∅,ab,bc} no es una pretopologı´a, sin
embargo, β = {∅,ab,bc,abc} si lo es. Adema´s, se ve que β es un conjunto cerrado para uniones,
no ası´ para intersecciones, pues ab∩bc ∉ β .
La proposicio´n 1.14 provee de una caracterizacio´n muy u´til de espacio pretopolo´gico. Se recurrira´ a
ella en el capı´tulo 2.
Proposicio´n 1.14. Sea E un conjunto finito. El par (E,α) es un espacio pretopolo´gico si, y so´lo
si, se satisface:
(PT1) ∅ ∈ α ,
(PT2) Ai ∈ α para cada i = 1,2, ...,n, entonces ⋃Ai ∈ α .
Demostracio´n. Ve´ase [3].
Definicio´n 1.15. Sean E un conjunto finito, α ⊆ 2E y A ∈ 2E .
1. Un elemento a ∈ A se dice α-adherente a A, si para todo U ∈ α tal que x ∈U se tiene que
A∩U ≠∅.
2. El conjunto de todos los puntos adherentes a A, se denomina la α-adherencia de A y se
denota por A.
3. A es un α-cerrado, si A = A.
4. El conjunto de α-cerrados de E se denota por Γα , esto es
Γα = {A; A = A}.
Definicio´n 1.16. Sea f es una funcio´n de un espacio pretopolo´gico (E,α), en otro espacio preto-
polo´gico (F,β). f es continua si f −1(U) ∈ α , para cada U ∈ β .
Proposicio´n 1.17. Sea f es una funcio´n de un espacio pretopolo´gico (E,α), en otro espacio
pretopolo´gico (F,β). Las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. f es continua.
2. f (A) ⊆ f (A) para cada A ⊆ E.
Demostracio´n. Ve´ase [3].
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Definicio´n 1.18. Sean E un espacio pretopolo´gico e I = [0,1] considerado con la topologı´a usual.
Toda funcio´n γ ∶I→ E continua, se denomina camino en E.
Definicio´n 1.19. Una separacio´n del espacio pretopolo´gico (E,α), es un par A,B ∈α con E○∩A ≠∅, E○∩B ≠∅, E○ ⊆ A∪B, tal que A∩B =∅ y A∩B =∅.
Definicio´n 1.20. Un espacio pretopolo´gico (E,α) es conexo, si no existe una separacio´n del mis-
mo.
Definicio´n 1.21. Se dice que un espacio pretopolo´gico (E,α) es T0, si para cualquier par de ele-
mentos en E, existe un α-abierto que contiene a uno, pero no al otro.
Como ya se menciono´, a los elementos de una pretopologı´a α se les llama α-abiertos de E, sin
embargo, de aquı´ en adelante se les llamara´ simplemente abiertos (omitiendo α) siempre que sea
claro el contexto. Se hara´ de la misma forma para los α-cerrados, los puntos α-interiores, los
puntos α-adherentes y la α-adherencia de un subconjunto de E.
1.4. Espacios topolo´gicos finitos
Un espacio topolo´gico finito es un par (E,τ), donde E es un conjunto finito y τ ⊆ 2E que satisface:
(TF1) ∅ ∈ τ , y E ∈ τ ,
(TF2) Si A, B ∈ τ , entonces A∪B ∈ τ ,
(TF3) Si A, B ∈ τ , entonces A∩B ∈ τ .
Dicho conjunto τ se denomina topologı´a en E. Obse´rvese que las topologı´as son pretopologı´as que
satisfacen el axioma adicional (TF3) y en las que E es un abierto. Adema´s, que la interseccio´n de
todos los abiertos en E que contienen a x se llama vecindad minimal de x, tambie´n es un conjunto
abierto, en virtud de (TF3), se denota por Ux.
De ahora en adelante, para referirse a un espacio topolo´gico finito (E,τ), se escribira´ simplemente
el “espacio topolo´gico finito E”, cuando no sea necesario mencionar a su topologı´a τ .
Definicio´n 1.22. U es una base para un espacio topolo´gico E, si para cada x ∈ A ∈ τ , existe U ∈ U
tal que U ⊆ A.
Proposicio´n 1.23. Una coleccio´n U de subconjuntos de E es una base para una topologı´a sobre
E si:
1. E = ⋃
U∈UU.
2. Para cada par U, U ′ ∈ U , U ∩U ′ es unio´n de elementos de U .
1.4 Espacios topolo´gicos finitos 11
Demostracio´n. Ve´ase [7].
Se dira´ que U es una base minimal para E, si es una base para dicho espacio topolo´gico finito, y
es minimal en el sentido de la inclusio´n. En [8] se demuestra que el conjunto U = {Ux; x ∈ E} es la
u´nica base minimal para τ .
Definicio´n 1.24. Sean E un conjunto y ≤ una relacio´n binaria en E. Se dice que ≤ es un preorden,
si es una relacio´n reflexiva y transitiva; en cuyo caso, se dice que E es un conjunto preordenado.
Adema´s, si el preorden ≤ satisface la propiedad antisime´trica, entonces se dice que dicho preorden,
es un orden parcial, y que E es un poset.
Cuando x ≤ y, pero x ≠ y, se escribira´ x < y.
En [13], se presenta una manera de definir una topologı´a τ en E, a partir de un preorden ≤ en E y
viceversa, tal como se muestra a continuacio´n:
(i) Sean x,y ∈ E, el preorden asociado a τ , se define de la siguiente manera:
x ≤ y si, y so´lo si, x ∈Uy
Obse´rvese que x ∈Uy si, y so´lo si, y ∈ x.
(ii) Si x ∈ E, se define el conjunto Ux = {y ∈ E; y ≤ x} y se tiene que la coleccio´n
U = {Ux ⊆ E; x ∈ E},
es una base de una topologı´a.
Mas au´n, en [2] y en [8] se muestra que dicha conexio´n induce una correspondencia biyectiva entre
los preo´rdenes en E y las topologı´as en E.
Proposicio´n 1.25. Las topologı´as T0 esta´n en correspondencia biunı´voca con los ordenes parcia-
les.
Demostracio´n. Ve´ase [2].
Para representar gra´ficamente un poset, se suele usar un diagrama de Hasse, el cual se puede ima-
ginar de tal manera, que un elemento esta´ por debajo de otro, si el de abajo es menor igual que el de
arriba. No es necesario considerar lazos, es decir, la arista que representa a x ≤ x quedara´ implı´cita.
Obse´rvese que el abierto minimal Ux, consiste de todos los elementos de E que esta´n por debajo
de x, conectados a e´l por medio de un camino del diagrama, esto es, el subdiagrama cuyo ma´ximo
es x.
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Ejemplo 1.26. Conside´rense el conjunto E = {a,b,c,d} y el orden parcial
a ≤ a b ≤ b c ≤ c b ≤ a c ≤ a d ≤ a d ≤ c.
Su diagrama de Hasse asociado es
a
b c
d
Figura 1-1
No´tese que la base minimal de la topologı´a asociada, es U = {{a,b,c,d}, {b}, {c,d}, {d}}.
A diferencia de lo que ocurre con una topologı´a en general, en los espacios finitos, el conjunto
de cerrados, tambie´n es una topologı´a. Esto implica que al considerar los cerrados de un espacio
topolo´gico (E,τ), se obtiene un nuevo espacio, el cual se define como el espacio opuesto de (E,τ)
denotado por (Eop,τop). Ası´, de forma ana´loga a lo hecho anteriormente, se define el abierto
minimal en (Eop,τop), como el conjunto
Fx = {y; x ≤ y}.
Por lo tanto, en el diagrama de Hasse de un poset, el conjunto Fx consiste de todos los elementos
de E, que esta´n por encima de x, conectados a e´l por medio de un camino del diagrama, esto es, el
subdiagrama cuyo mı´nimo es x.
Definicio´n 1.27. Sean X e Y un par de espacios topolo´gicos, A ⊆ X y f ,g∶X Ð→ Y un par de
funciones continuas. Se dice que f y g son homoto´picas, si existe una aplicacio´n continua H ∶[0,1]×X Ð→Y tal que, para todo x ∈ X
H(0,x) = g(x) y H(1,x) = f (x).
En este caso, tambie´n se dice que H es una homotopı´a entre f y g.
Adema´s, si H(t,x) = f (x) = g(x) para todo x ∈ A ⊆ X , con t ∈ [0,1], entonces se dice que H es una
homotopı´a relativa a A, y que f y g son homoto´picas relativas a A.
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Se suele escribir f ≅ g (rel A), si f y g son homoto´picas relativas a A, en el caso de que A = ∅, se
escribe simplemente f ≅ g.
Notando ht(x) = H(t,x), se observa que ht es una funcio´n continua de X en Y para cada t ∈ [0,1],
y que cada una representa un camino que une a g con f . De manera informal, se puede decir que
una homotopı´a H transforma a g en ht en el instante t hasta llegar a f y que dicha transformacio´n
es continua.
La homotopı´a entre funciones continuas de un espacio en otro, es una relacio´n de equivalencia, por
lo que al considerar las clases de equivalencia, se habla de clases de homotopı´a.
Definicio´n 1.28. Se dice que dos espacios X e Y son del mismo tipo homoto´pico (o que son
homoto´picamente equivalentes) si existen funciones continuas f ∶X Ð→ Y , g∶Y Ð→ X tales que
g ○ f ≅ idX y f ○ g ≅ idY . En este caso se escribe X ≅ Y y se dice que f y g son equivalencias
homoto´picas.
Definicio´n 1.29. Sean X e Y dos espacios topolo´gicos. Un espacio topolo´gico X se dice contra´ctil,
si existe una funcio´n constante c∶X Ð→Y tal que idX ≅ c. La homotopı´a H entre idX y una funcio´n
constante se denomina contraccio´n.
Proposicio´n 1.30. Un espacio topolo´gico es contra´ctil si, y so´lo si, posee el mismo tipo de homo-
topı´a de un punto.
Demostracio´n. Ve´ase [12].
Definicio´n 1.31. Conside´rense A ⊆ X y la inclusio´n iA∶A↪ X . Se dice que A es:
1. un retracto de X , si existe una funcio´n continua r∶X Ð→ A, tal que r ○ iA = idA. En este caso,
r se denomina una retraccio´n.
2. un retracto por deformacio´n de X , si existe una retraccio´n r tal que iA ○ r ≅ idX .
3. un retracto por deformacio´n fuerte de X , si existe una retraccio´n r tal que iA ○r ≅ idX (rel A).
Definicio´n 1.32. El preorden puntual ≤, en el conjunto de las funciones continuas de E en F , se
define de la siguiente manera: Sean f ,g ∶E Ð→ F continuas, g ≤ f si g(x) ≤ f (x), para todo x ∈ E.
Si g ≤ f o f ≤ g se dice que f y g son comparables.
Proposicio´n 1.33. Las funciones continuas f ,g ∶E Ð→ F son homoto´picas si, y so´lo si, existe
una sucesio´n g = f0, f1, ..., fn = f de funciones tales que, para todo i ∈ {1, . . .n}, fi ∶E Ð→ F son
continuas y fi y fi+1 son comparables para cada i.
Demostracio´n. Ve´ase [2].
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Proposicio´n 1.34. Un espacio topolo´gico finito E con ma´ximo o mı´nimo es contra´ctil.
Definicio´n 1.35. Sea E un espacio topolo´gico finito T0 y sea x ∈ E. Se dice que x es un
up beat point (u.b.p.) si existe y ∈ E con x < y tal que para todo z ∈ E con x < z, se tiene que
y ≤ z.
down beat point (d.b.p.) si existe y ∈E con y < x tal que para todo z ∈E con z < x, se tiene que
z ≤ y.
beat point (b.p.) si es un up beat point o un down beat point.
Adema´s, se dice que E es un espacio topolo´gico finito minimal si es T0 y no posee b.p.
Definicio´n 1.36. Un core de un espacio topolo´gico finito E es un subespacio F , que es un espacio
topolo´gico finito minimal y un retracto por deformacio´n fuerte de E.
Proposicio´n 1.37 (McCord). Todo espacio topolo´gico finito es homoto´picamente equivalente a un
espacio T0.
Demostracio´n. Ve´ase [2] o [9].
La definicio´n de beat point, permite demostrar la siguiente proposicio´n.
Proposicio´n 1.38 (Stong). Todo espacio topolo´gico finito tiene un core.
Demostracio´n. Ve´ase [2] o [13].
Las proposiciones anteriores permitieron demostrar el siguiente teorema:
Teorema 1.39 (Teorema de clasificacio´n). Una equivalencia homoto´pica entre espacios topolo´gi-
cos finitos minimales es un homeomorfismo . En particular, el core de un espacio topolo´gico finito
es u´nico salvo homeomorfismo y dos espacios finitos son homoto´picamente equivalentes si y so´lo
sus cores son homeomorfos.
Demostracio´n. Ve´ase [2].
Capı´tulo 2
Pretopologı´as, FD relaciones y funciones
submodulares
En este capı´tulo, se muestra una correspondencia biyectiva entre los espacios pretopolo´gicos y las
FD relaciones, (especı´ficamente en la seccio´n 2.2) por medio del concepto de operador de interior,
el cual se introduce en la seccio´n 2.1. En la seccio´n 2.3, se estudian las nociones (pretopolo´gi-
cas) de punto interior, conjunto abierto, conjunto cerrado, espacio conexo, espacio T0 y funcio´n
continua, por medio de las funciones submodulares inducidas por una FD relacio´n asociada a una
pretopologı´a; tambie´n, se estudiara´, en el a´mbito de las FD relaciones (y los espacios pretopolo´gi-
cos), la demostracio´n de un teorema de McCord [9], referente a la clasificacio´n de los espacios
topolo´gicos finitos, por tipo de homotopı´a.
Las referencias para este capı´tulo son [3], [7], [11].
2.1. Operadores de interior
En esta seccio´n, se definen los operadores de interior. Se muestra una conexio´n entre estos y los
operadores de clausura.
Definicio´n 2.1. i ∶ 2E → 2E es un operador de interior sobre E, si satisface:
(IN1) Contraccio´n: i(I) ⊆ I, para cada I ∈ 2E ,
(IN2) Monotonı´a: i(J) ⊆ i(I) si J ⊆ I,
(IN3) Idempotencia: i(i(I)) = i(I), para cada I ∈ 2E .
Adema´s, cada elemento del conjunto
αi = {U ∈ 2E ; i(U) =U},
16 2 Pretopologı´as, FD relaciones y funciones submodulares
se denomina conjunto abierto en E segu´n i.
La siguiente proposicio´n no es ma´s que el principio de clausura-complemento de Kuratowski [7],
aplicado a operadores de clausura y a operadores de interior. Permitira´ demostrar la corresponden-
cia biunı´voca entre las FD relaciones con soporte finito y los espacios pretopolo´gicos finitos.
Proposicio´n 2.2. Si c, i ∶2E Ð→ 2E son operadores tales que
i(I) = (c(Ic))c para cada I ∈ 2E ,
entonces, c es un operador de clausura si, y so´lo si, i es un operador de interior.
Demostracio´n. Si c es un operador de clausura, entonces,
(IN1) Por (CL1) se tiene Ic ⊆ c(Ic), esto implica que i(I) = (c(Ic))c ⊆ I.
(IN2) J ⊆ I ⇒ Ic ⊆ Jc ⇒ c(Ic) ⊆ c(Jc)⇒ i(J) ⊆ i(I), por (CL2).
(IN3) i(i(I)) = [c(i(I)c)]c = [c(c(Ic))]c = [c(Ic)]c = i(I), por (CL3).
Recı´procamente, supo´ngase que i es un operador de interior, luego:
(CL1) se tiene i(Ic) ⊆ Ic, esto implica que (c(I))c ⊆ Ic, luego I ⊆ c(I).
(CL2) J ⊆ I ⇒ Ic ⊆ Jc ⇒ i(Ic) ⊆ i(Jc)⇒ c(J) ⊆ c(I), por (IN2).
(CL3) c(c(I)) = [i(c(I)c)]c = [i(i(Ic))]c = [i(Ic)]c = c(I), por (IN3).
La anterior proposicio´n garantiza, que cada operador de clausura se puede definir por medio de
un operador de interior, y viceversa, de manera biunı´voca, pues denotando por ci al operador de
clausura definido mediante un operador de interior i, y por ic al operador de interior definido
mediante uno de clausura c, se tiene:
ic = ici y ci = cic ,
lo cual es fa´cil de verificar.
Corolario 2.3. A es abierto en E segu´n ic si, y so´lo si, Ac es cerrado en E segu´n ci.
Demostracio´n. Por definicio´n, A ∈ 2E es abierto segu´n ic si, y so´lo si, A = ic(A) = (c(Ac))c, lo que
equivale a Ac = c(Ac). Luego, Ac es cerrado segu´n ci.
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2.2. FD relaciones y pretopologı´as
El propo´sito de esta seccio´n, es mostrar que las FD relaciones y las pretopologı´as esta´n vinculadas
de manera biunı´voca.
Proposicio´n 2.4. Sea i ∶ 2E Ð→ 2E un operador de interior sobre E. El conjunto
αi = {A ∈ 2E ; i(A) = A},
es una pretopologı´a.
Demostracio´n. Se afirma que αi es un conjunto cerrado para uniones, y que ∅ es un elemento de
dicho conjunto. En efecto,
(PT1) Por (IN1), i(∅) ⊆∅, luego i(∅) =∅.
(PT2) Sean A,B ∈ αi, por definicio´n, se tiene que i(A) = A y i(B) = B. Por lo tanto,
A∪B = i(A)∪ i(B) ⊆ i(A∪B).
Adema´s, i(A∪B) ⊆ A∪B, luego i(A∪B) = A∪B.
Se define el conjunto UA, de elementos de α ⊆ 2E contenidos en A, esto es:
UA ∶= {U ∈ α; U ⊆ A}.
Proposicio´n 2.5. Sea α ⊆ 2E tal que ∅ ∈ α . La funcio´n iα ∶ 2E Ð→ 2E definida por
iα(A) = ⋃
U∈UAU,
es un operador de interior.
Demostracio´n.
(IN1) iα(A) ⊆ A por definicio´n.
(IN2) Si A ⊆ B, entonces UA ⊆UB y por lo tanto, iα(A) ⊆ iα(B).
(IN3) Si U ∈UA, por definicio´n se tiene iα(U) =U , lo que implica, junto con (IN2), que U ⊆ iα(A)
y por lo tanto, U ∈Uiα(A). Recı´procamente, supo´ngase que U ∈Uiα(A), esto implica que U ⊆α
y U ⊆ iα(A) ⊆ A por (IN1), luego U ∈UA. Se demostro´ que, UA =Uiα(A) y esto implica que:
iα(A) = iα(iα(A)).
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Es importante notar que∅ debe ser un elemento de α , para que iα(∅) este´ definido. No´tese adema´s,
que es posible tener un operador de interior asociado a varios subconjuntos de 2E , como se puede
apreciar en el ejemplo que sigue.
Ejemplo 2.6. Conside´rense los siguientes conjuntos E ={a,b,c}, α1 ={∅,a,b,ac}, α2 ={∅,a,b,ab,ac,abc}.
Para cada A ∈ 2E , la siguiente tabla muestra los conjuntos UA, U ′A, cuyos elementos esta´n en α1 y
α2, respectivamente.
A ∅ a b c ab ac bc abc
UA {∅} {∅,a} {∅,b} {∅} {∅,a,b} {∅,a,ac} {∅,b} {∅,a,b,ac}
U ′A {∅} {∅,a} {∅,b} {∅} {∅,a,b,ab} {∅,a,ac} {∅,b} {∅,a,b,ab,ac,abc}
Tabla 2-1
Por la proposicio´n 2.4,
iα1(A) = ⋃
U∈UAU e iα2(A) = ⋃U∈U ′AU,
son operadores de interior asociados a α1 y a α2, respectivamente. En la tabla 2-1 se observa que
iα1(A) = iα2(A), para cada A ∈ 2E . No´tese que α1 no es una pretopologı´a, mientras que α2 si lo es.
Proposicio´n 2.7. Si α es una pretopologı´a, e iα su operador de interior asociado, se tiene
αiα = α .
Demostracio´n. Las igualdades
A = A○ = {a ∈ A;∃U ∈ α,a ∈U ⊆ A} = ⋃
U∈UAU = iα(A),
muestran que A ∈ αiα si y so´lo si A ∈ α .
La proposicio´n 2.7 implica que si α1 y α2 son dos pretopologı´as, entonces iα1 ≠ iα2 . En efecto, si
se supone que iα1 = iα2 , por la proposicio´n 2.7
α1 = αiα1 = αiα2 = α2.
Lo que no sucede si α1 o α2 no son pretopologı´as (ejemplo 2.6).
Proposicio´n 2.8. Si i es un operador de interior y αi su pretopologı´a asociada, entonces iαi = i.
Demostracio´n. Sea A ∈ 2E . Por (IN1) e (IN3) se tiene, respectivamente,
i(A) ⊆ A e i(i(A)) = i(A)
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por lo tanto, i(A) ∈ αi, lo que implica que i(A) ∈ UA. Adema´s, por (IN2), si U ∈ UA, entonces
i(U) ⊆ i(A). En consecuencia,
iαi(A) = ⋃
U∈UAU = ⋃U∈UA i(U) = i(A).
Lo anterior implica, que el operador de interior inducido por una pretopologı´a, es u´nico.
Por las proposiciones 2.7 y 2.8, se concluye que las pretopologı´as, esta´n en correspondencia bi-
yectiva con los operadores de interior. Hasta aquı´, se han descrito correspondencias biunı´vocas
entre:
1. Las FD relaciones y los operadores de clausura (proposicio´n 1.10).
2. Los operadores de clausura y los operadores de interior (proposicio´n 2.2).
3. Los operadores de interior y las pretopologı´as.
Todo lo anterior muestra que existe una correspondencia biunı´voca entre las FD relaciones con
soporte E y las pretopologı´as sobre el mismo conjunto. Es decir, las FD relaciones y las preto-
pologı´as, son en cierto sentido, las mismas estructuras. Esto permite caracterizar los elementos
en espacios pretopolo´gicos por medio de FD relaciones y ma´s adelante, por medio de funciones
submodulares.
La proposicio´n 1.9 provee de un operador de clausura definido por la siguiente igualdad:
cN (I) = ⋃
J∈N (I)J,
el cual es un operador de clausura asociado a una FD relacio´n N . Ası´ mismo, provee de la FD
relacio´n
Nc = {(I,J) ∈ 2E ×2E ;J ⊆ c(I)},
asociada a un operador de clausura c.
Por la proposicio´n 2.2 i(A) = c(Ac)c es un operador de interior, luego, la funcio´n iN ∶ 2E → 2E
definida por
iN (I) = ⋂
J∈N (Ic)Jc,
es un operador de interior asociado a N , y el conjunto
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Ni = {(I,J) ∈ 2E ×2E ; i(Ic) ⊆ Jc},
es una FD relacio´n asociada a un operador de interior i. Obse´rvese que
Nic = {(I,J) ∈ 2E ×2E ; ic(Ic) ⊆ Jc} = {(I,J) ∈ 2E ×2E ; J ⊆ (ic(Ic))c = c(I)} =Nc.
Lo que indica que la FD relacio´n inducida por c y la FD relacio´n inducida por su operador de
interior asociado ic, son iguales. De forma ana´loga, se ve que Nci =Ni.
Definicio´n 2.9. Si (E,α) es un espacio pretopolo´gico finito y c su operador de clausura, la FD
relacio´n asociada a α es Nc, la cual se denotara´ por Nα .
Observacio´n 2.10. Si (E,α) es un espacio pretopolo´gico finito, A ∈ 2E y Nα su FD relacio´n
asociada. Entonces cNα (A) = A, pues
a ∈ cNα (A)⇔ a ∈ ⋃
B∈N (A)B⇔ a ∈ B para algu´n B ∈Nc(A)⇔ a ∈Nc(A)⇔ a ∈ c(A) = A
Esto demuestra, que
a ∈ (cNα (Ac))c = iNα (A)⇔ a ∈ i(A) = A○.
Es decir iNα (A) = A○.
Y por la proposicio´n 1.10,
cα = cNα .
Ejemplo 2.11. Sea α = {∅,a,b,ab,ac,abc} (la pretopologı´a α2 del ejemplo 2.6). Conside´rese su
operador de interior asociado:
A ∅ a b c ab ac bc abc
iα(A) ∅ a b ∅ ab ac b abc
Tabla 2-2
Usando la proposicio´n 2.2 y la tabla 2-2, se obtiene:
cα(∅) = [iα(∅c)]c = [iα(abc)]c = abcc =∅
cα(a) = [iα(ac)]c = [iα(bc)]c = bc = ac
cα(b) = [iα(bc)]c = [iα(ac)]c = acc = b
cα(c) = [iα(cc)]c = [iα(ab)]c = abc = c
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cα(ab) = [iα(abc)]c = [iα(c)]c =∅c = abc
cα(ac) = [iα(acc)]c = [iα(b)]c = bc = ac
cα(bc) = [iα(bcc)]c = [iα(a)]c = ac = bc
cα(abc) = [iα(abcc)]c = [iα(∅)]c =∅c = abc
Por lo tanto,
Nα =Ncα = {(a,c),(a,ac),(ab,c),(ab,bc),(ab,ac),(ab,abc)}.
2.3. Algunas nociones pretopolo´gicas desde las funciones sub-
modulares
Si f ∈ λ(N ), entonces satisface:
B ∈N (A)⇔ f (A,B) = f (A). (2-1)
Adema´s, recue´rdese que B ∈N (A)⇔ B ⊆ cN (A), esto que permitira´ caracterizar algunas nociones
de los espacios pretopolo´gicos finitos por medio las funciones submodulares que pertenecen al
conjunto λ(N ).
Proposicio´n 2.12. Sean (E,α) un espacio pretopolo´gico finito, Nα su FD relacio´n asociada y
A ∈ 2E . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. a es un punto interior de A.
2. {a} ∉Nα(Ac).
3. f (Ac) < f (Ac∪a).
Demostracio´n. Por la observacio´n 2.10, se tiene
a ∈ A○ ⇔ a ∈ iN (A) ⇔ (a ∉ B ∀B ∈N (Ac)).
La parte izquierda de la anterior equivalencia, equivale a tener {a} ∉ N (Ac) y esto a su vez, es
equivalente a tener f (Ac) < f (Ac∪a), pues f es no decreciente.
Proposicio´n 2.13. Sean (E,α) un espacio pretopolo´gico finito, Nα su FD relacio´n asociada y
A ∈ 2E . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. A es un conjunto abierto.
2. Nα(Ac) = 2Ac .
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3. f (Ac) = f (Ac∪B) si, y so´lo si, B ⊆ Ac.
Demostracio´n. Considerando el operador de interior asociado a N , A es abierto si, y so´lo si,
A = A○ = iNα (A).
Luego, ⋂
B∈N (Ac)B
c = A ⇔ ⋃
B∈N (Ac)B = Ac ⇔ B ⊆ Ac para todo B ∈NAc ⇔ N (Ac) = 2Ac .
Pero esto es equivalente a tener f (Ac) = f (Ac∪B) si, y so´lo si, B ⊆ Ac.
Obse´rvese que a ∈ E○ si y so´lo si a ∉Nα(∅) y que E es abierto si y so´lo si Nα(∅) = {∅}.
Proposicio´n 2.14. Sean (E,α) un espacio pretopolo´gico finito, Nα su FD relacio´n asociada y
A ∈ 2E . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. A es un conjunto cerrado.
2. Nα(A) = 2A.
3. f (A∪B) = f (B) si, y so´lo si, B ⊆ A.
Demostracio´n. Considerando el operador de clausura asociado a N , A es cerrado si A = A =
cNα (A), en consecuencia⋃
B∈N (A)B = A ⇔ B ⊆ A, ∀B ∈N (A) ⇔ N (A) = 2A.
Lo que equivale a f (A∪B) = f (B) si, y so´lo si, B ⊆ A.
Proposicio´n 2.15. Sea N una FD relacio´n con soporte E, si x, y ∈ E son tales que y ∈ N (x),
entonces existe un camino γ de x a y en E, es decir, que satisface γ(x) = 0 y γ(x) = 1.
Demostracio´n. Defı´nase la funcio´n γ ∶I→ E de la siguiente manera:
γ(t) ∶= { x si 0 ≤ t < 1
y si t = 1
la cual es continua, y para demostrarlo, se recurrira´ a la proposicio´n 1.17:
Sea A ⊆ I no vacı´o (para A = ∅, el resultado va´lido trivialmente), si x ∈ γ[A], entonces existe t ∈[0,1)∩A, luego x ∈ γ[A] ⊆ γ[A]. Ahora, conside´rense los siguientes casos:
1. Si 1 ∈ A, entonces 1 ∈ A, y ∈ γ[A] ⊆ γ[A].
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2. Si 1 ∉ A, entonces se tienen dos posibles opciones:
a) Que 1 ∉ A, por lo que en este caso, y ∉ γ[A], luego γ[A] = x.
b) Que 1 ∈ A, por lo que γ[A] = xy, pero como y ∈N (x), entonces y ∈ x ⊆ γ[A].
Por los ı´tems 1) y 2), se tiene γ[A] ⊆ γ[A], esto implica que γ es una funcio´n continua, y por lo
tanto, es un camino en E.
Proposicio´n 2.16. Sea N una FD relacio´n con soporte E, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes
1. E es conexo.
2. Para cualesquier x, y ∈ E existe un conjunto {x1,x2, ...,xn} ⊆ E con xi ∉N (∅), i = 1,2, ...,n
tal que x = x1, y = xn y xi ∈N (xi+1) o xi+1 ∈N (xi)
Demostracio´n.⇒) Sean x,y ∈E, distintos. Te´ngase en cuenta que por la observacio´n 2.10, cNα (x)= x y cNα (xc)=
xc y conside´rense los siguientes casos:
1. Si x ∈ E/E○, entonces, por la proposicio´n 2.14, x ∈N (∅), pero, ∅ ∈N (y) (por (FD1)),
luego, por (FD2) se tiene x ∈N (y).
2. Si x, y ∈E○, como x ≠ y, entonces E○∩x ≠∅ y E○∩xc ≠∅, adema´s, E○ ⊆E = x∪xc. Como
E es conexo, entonces x∩xc ≠∅ o x∩xc ≠∅, esto implica que existe un elemento z ≠ x
tal que z ∈N (x) o x ∈N (z). Si z = y, se tiene el resultado, de lo contrario, conside´rese
el conjunto
A1 = {z; z ∈N (x) o x ∈N (z)}.
No´tese que x ∈ A1. De nuevo, por ser E es conexo y E○ ⊆ A1 ∪Ac1, entonces A1 ∩Ac1 ⊈∅ o A1 ∩Ac1 ⊈ ∅, es decir, para algu´n z ∈ A1 existe z′ ∈ Nα(z) o existe z ∈ Nα(z′). Si
z′ = y, se tendrı´a x = x0, x1, x2 = z′ = y con x1 ∈ A1 y esto concluirı´a la demostracio´n,
sin embargo, si z′ ≠ y se continu´a con el razonamiento anterior y considerando que E
es finito este procedimiento debe terminar en algu´n momento a xn = y con lo que se
muestra la primera parte de la proposicio´n.
⇐) Sean A, B ∈ 2E tales que E○ ⊆A∪B y sean x ∈A e y ∈B. Por hipo´tesis, existen x = x1,x2, ...,y =
xn ∈ E○ tales que, se tiene xi ∈Nxi+1 o xi+1 ∈Nxi . Si xi ∈ A y xi+1 ∈ B, entonces xi ∈ B o xi+1 ∈ A,
en cualquier caso, A∩B ≠∅ o A∩B ≠∅, por lo que E es conexo.
Las proposiciones anteriores muestran que un espacio pretopolo´gico (E,α) es conexo por cami-
nos, entonces es conexo. Adema´s, es posible caracterizar el concepto de conexidad en espacios
pretopolo´gicos mediante funciones submodulares, como se hace a continuacio´n.
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Corolario 2.17. Sea f ∈ λ(N ). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i. E es conexo.
ii. f (xi,xi+1) = f (xi) o f (xi,xi+1) = f (xi+1).
Demostracio´n. E es conexo, si y so´lo si para cualesquier x, y ∈E existen elementos x = x1,x2, ..,y =
xn tales que (xi,xi+1) ∈N o (xi+1,xi) ∈N , lo que equivale a
f (xi,xi+1) = f (xi) o f (xi,xi+1) = f (xi+1),
pues f ∈ λ(N ).
Ejemplo 2.18.
1. El conjunto
N =N∣abc∣∪{(a,b),(a,ab),(ac,b),(ac,ab),(ac,bc),(ac,abc)}
es una FD relacio´n que define un espacio pretopolo´gico no conexo ya que c no se relaciona
con ningu´n subconjunto de abc.
Adema´s,
N (abc) = abc, N (bc) = bc, N (ab) = ab, N (c) = c, N (b) = b, N (∅) = {∅}
Por lo que los abiertos de la pretopologı´a son
∅, a, c, ab, ac, abc.
Obse´rvese que esta pretopologı´a, es una topologı´a.
2. El conjunto N =N∣abc∣∪M, donde
M = {(a,b),(a,ab),(ac,b),(ac,ab),(ac,bc),(c,b),(c,bc),(ac,abc),(∅,b),(∅,c),(∅,bc)}
es un ejemplo de FD relacio´n de soporte E = {a,b,c}, asociada a una pretopologı´a conexa,
pues (a,b), (c,b) ∈N , adema´s, en la que el propio E no es abierto, debido a que (∅,b) ∈N .
Proposicio´n 2.19. Sean (E,α), (F,β) dos espacios pretopolo´gicos, Nα y Nβ sus respectivas FD
relaciones asociadas. g ∶ E → F es una funcio´n continua sı´, y so´lo si, para todo A ∈ 2E y todo
B ∈Nα(A) se tiene g[B] ∈Nβ (g[A]).
Demostracio´n. En virtud de la observacio´n 2.10,
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A = cNα (A) = ⋃
B∈Nα(A)B.
Supo´ngase primero que g es continua, lo que equivale a g[A] ⊆ g[A], para todo A ∈ 2E (proposicio´n
1.18). Si B ∈Nα(A), entonces B ⊆ A y de esta manera, g[B] ⊆ g[A] ⊆ g[A], por lo tanto,
g[B] ∈Nβ (g[A]).
Esto muestra la primera parte.
Recı´procamente, para todo A ∈ 2E , supo´ngase que si B ∈Nα(A) entonces g[B] ∈Nβ (g[A]), lo que
implica
g[A] = g[ ⋃
B∈Nα(A)B] = ⋃B∈Nα(A)g[B] ⊆ ⋃g[B]∈Nβ (g[A])g[B] ⊆ g[A].
Luego, g es continua.
Ejemplo 2.20. Sea E = {a,b,c}. Conside´rense las FD relaciones con soporte E:N1 =N∣E ∣∪{(a,c),(b,c),(a,ac),(b,bc),(ab,ac),(ab,c),(ab,bc),(ab,abc)}.N2 =N∣E ∣∪{(c,a),(c,ac),(bc,a),(bc,ab),(bc,ac),(bc,abc)}.
Por la definicio´n 2.9, se observa que:
La pretopologı´a asociada a N1 es α = {ab,a,b,abc,∅}.
La pretopologı´a asociada a N2 es β = {bc,ac,b,c,∅}.
Adema´s, conside´rense las funciones g1, g2 de (E,α) en (E,β), descritas por las siguiente tablas:
x a b c
g1(x) c c a x a b cg2(x) c b a
Tabla 2-3
Ahora, se hara´ el ca´lculo de A, gi[A], gi[A], gi[A] y tambie´n se verificara´ si (A,B) ∈N1 implica(gi[A],gi[B]) ∈N2, i = 1,2.
1. g1:
A a b c ab ac bc abc
A ac bc c abc ac bc abc
g1[A] c c a c ac ac ac
g1[A] ac ac a ac ac ac ac
g1[A] ac ac a ac ac ac ac
Tabla 2-4
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Naturalmente, la clausura de A es relativa a la pretopologı´a α , mientras que la clausura de
g[A] es relativa a β .
Las dos u´ltimas filas de la tabla 2-4 revelan que g1 es continua. Ahora, obse´rvese este hecho
en te´rminos de las FD relaciones N1 y N2:
(A,B) (a,c) (b,c) (a,ac) (b,bc) (ab,c) (ab,ac) (ab,bc) (ab,abc)(g1[A],g1[B]) (c,a) (c,a) (c,ac) (c,ac) (c,a) (c,ac) (c,ac) (c,ac)
Tabla 2-5
En la tabla 2-5, la segunda columna tiene solamente elementos de N2. Se ha ilustrado la
proposicio´n 2.19, para la funcio´n continua g1.
2. g2 no es una funcio´n continua, ya que en (E,α) se tiene b = {b,c}, luego g2[b] = {a,b}, por
otro lado g[b] = {b} (en (E,β)). No´tese adema´s, que (b,c) ∈N1, pero que (g2[b],g2[c]) =(b,a) ∉N2.
A continuacio´n, se demuestra otra proposicio´n relativa a las funciones continuas de un espacio
pretopolo´gico en otro, considerando las funciones submodulares.
Proposicio´n 2.21. Sean N1, N2 dos FD relaciones con soporte E1 y E2 respectivamente, g una
funcio´n de E1 a E2, f ∈ λ(N2) y considere la funcio´n G de las ima´genes directas de g, esto es
G(A) = g[A]. Si f ○G ∈ λ(N1), entonces g es continua.
Demostracio´n. Si f ○G ∈ λ(N1) y B ∈N1(A), entonces f ○G(A∪B) = f ○G(A), lo que implica
f (G(A)∪G(B)) = f (G(A)).
Pero f ∈ λ(N2), entonces (g[A],g[B]) = (G(A),G(B)) ∈N2, es decir, G(B) ∈N2(G(A)), luego g
es continua.
El recı´proco de la proposicio´n 2.21 no es cierto en general, como se observa en el siguiente ejem-
plo.
Ejemplo 2.22. Conside´rense el conjunto E ={a,b,c}, los espacios pretopolo´gicos (E,α) en (E,β),
donde α y β son, respectivamente, las pretopologı´as asociadas a las siguientes FD relaciones:
Nα = {(a,c),(a,ac),(ab,c),(ab,bc),(ab,ac),(ab,abc)}
Nβ = (b,a),(b,ab),(bc,a),(bc,ab),(bc,ac),(bc,abc),(c,a),(c,ac),(bc,ac),(bc,abc)
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Conside´rese adema´s, la funcio´n g∶E → E, definida por la siguiente tabla:
x a b c
g(x) b c a
Tabla 2-6
La cual induce la funcio´n G ∶ 2E Ð→ 2E , que se describe a continuacio´n:
A ∅ a b c ab ac bc abc
G(A) ∅ b c a bc ab ac abc
Tabla 2-7
Obse´rvese que G(B) ∈Nβ (G(A)) para cada B ∈Nα(A), y se concluye que g es continua. Adema´s,
conside´rese la funcio´n submodular f ∈ λ(Nβ ):
A ∅ a b c ab ac bc abc
f (A) 0 1 4 4 4 4 6 6
Tabla 2-8
Por lo tanto,
f ○G(∅) = f (∅) = 0 f ○G(a) = f (b) = 4 f ○G(b) = f (c) = 4 f ○G(c) = f (a) = 1
f ○G(ab) = f (bc) = 6 f ○G(ac) = f (ab) = 4 f ○G(bc) = f (ac) = 4 f ○G(abc) = f (abc) = 6
Como se puede ver: f ○G(ab∪ac) = 6, f ○G(ab∩ac) = 4, f ○G(ac)+ f ○G(bc) = 8, por lo que en
este caso f ○G no es submodular.
Proposicio´n 2.23. Sean (E,α) un espacio pretopolo´gico finito, Nα su FD relacio´n asociada y
A ∈ 2E . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. E es un espacio pretopolo´gico T0.
2. y ∈N (x) y x ∈N (y) si, y so´lo si, x = y. Para todo par x,y ∈ E.
3. f (xy) = f (x) y f (xy) = f (y) si, y so´lo si, x = y.
Demostracio´n. E es T0 si, y so´lo si, x = y implica x = y. Lo que en te´rminos de FD relaciones
equivale a escribir
E es T0 si, y so´lo si, y ∈N (x) y x ∈N (y) implica x = y.
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Lo que, a su vez, equivale a escribir: f (xy) = f (x) y f (xy) = f (y) si, y so´lo si, x = y.
Si x, y son elementos de E, entonces la relacio´n
x ∼ y ⇔ y ∈N (x) y x ∈N (y). (2-2)
es de equivalencia sobre E, la cual se denomina relacio´n de equivalencia inducida por N . La re-
flexividad y la simetrı´a son inmediatas, mientras que la transitividad se tiene por (FD3).
La clase de equivalencia de x ∈E se denota por [x] y el conjunto de todas las clases de equivalencia,
por E ′. Si A ∈ 2E , el conjunto de clases de equivalencia de cada elemento de A se denota por [A],
ma´s precisamente,
[A] = {[x] ∈ E ′; x ∈ A}.
No´tese que [∅] =∅.
Proposicio´n 2.24. El conjunto
N∼ = {([A],[B]) ∈ 2E′ ×2E′;B ∈N (A)},
es una FD relacio´n, con soporte E ′.
Demostracio´n.
(FD1) Si [B] ⊆ [A], se tienen dos casos:
1. B ⊆ A, en donde B ∈N (A), por consiguiente, ([A],[B]) ∈N∼.
2. Para todo x ∈ B existe y ∈ A tal que [x] = [y], en particular, x ∈N (A) para todo x ∈ B
y por tanto, B ∈N (A) (pues N satisface (FD3)), luego ([A],[B]) ∈N∼.
(FD2) ([A],[B]),([B],[C]) ∈N∼, entonces B ∈N (A) y C ∈N (B), luego, C ∈N (A) (pues N
satisface (FD2)), por tanto ([A],[C]) ∈N∼.
(FD3) ([A],[B]),([A],[C]) ∈N∼, entonces B ∈N (A),C ∈N (A), asi que B∪C ∈N (A) y por
esto, ([A],[B]∪ [C]) ∈N∼.
Ejemplo 2.25. La FD relacio´n
N =N∣abc∣∪{(a,b),(b,a),(a,ab),(b,ab),(ac,ab),(bc,ab),(ab,c),(ab,ac),(ab,bc)}.
induce la siguiente relacio´n de equivalencia:
a ∼ a b ∼ b c ∼ c a ∼ b.
y la FD relacio´n,
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N∼ =N∣[a][c]∣∪{([a],[c]),([a],[ac])}.
Por supuesto, considerando representantes de cada clase, se obtiene la siguiente FD relacio´n con
soporte {a,c}:
N =N∣ac∣∪{(a,c),(a,ac)}.
Conside´rese la FD relacio´nN∼, a partir de una funcio´n f ∈λ(N ), se define la funcio´n f∼∶2E′Ð→R,
dada por:
f∼([A]) = f (A),
la cual es submodular y no decreciente, como se demuestra a continuacio´n:
1. Sean [A] ⊆ [B]. Conside´rese el conjunto BA = {y ∈ B; ∃x ∈ A, f (xy) = f (x) = f (y) }, luego[BA] = [A], ası´ que f∼([BA]) = f∼([A]), por tanto, f (A) = f (BA) ≤ f (B) pues f es no decre-
ciente, lo que implica que f∼([A]) ≤ f∼([B]). Ası´ que f∼ es no decreciente.
2. f∼ es submodular, pues
f∼([A]∪ [B])+ f∼([A]∩ [B]) = f (A∪B)+ f (A∩B) ≤ f (A)+ f (B) = f∼([A])+ f∼([B]).
Adema´s, es sencillo verificar, que f∼ ∈ λ(N∼).
Proposicio´n 2.26. Si ∼ es la relacio´n de equivalencia en E, inducida por la FD relacio´n N con
soporte E, entonces, el espacio pretopolo´gico (E ′,α) asociado a N∼, es T0.
Demostracio´n. Sean [x], [y] ∈E ′ tales que f∼([x],[y]) = f∼([x]) = f∼([y]), lo que equivale a escri-
bir f (x,y) = f (x) = f (y), ası´ que x ∼ y, entonces [x] = [y], luego E ′ es T0.
Proposicio´n 2.27. Sea ∼ la relacio´n de equivalencia en E inducida por una FD relacio´n. La
funcio´n q∶ E Ð→ E ′, que a cada x ∈ E, le asigna su clase de equivalencia [x], es continua.
Demostracio´n. Para mostrar que q es continua, se usara´ la proposicio´n 2.21. Sean f∼ ∈ λ(N∼) y Q
la funcio´n de ima´genes directas asociada a q. Si A ∈ 2E , entonces Q(A) = {q(x); x ∈ A } = [A], por
lo tanto, f∼(Q(A)) = f∼([A]) = f (A), donde f ∈ λ(N ).
Ahora bien, conside´rese la funcio´n iE′ ∶E ′Ð→E, la cual asigna a cada [x] un representante y, como
se puede ver:
q○ iE′ ∶ E ′ Ð→ E Ð→ E ′[x] z→ y z→ [y] = [x] (2-3)
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Por otro lado, conside´rese la funcio´n:
g = iE′ ○q∶ E Ð→ E ′ Ð→ E
x z→ [x] z→ y (2-4)
Especı´ficamente, g(x) = y, con y ∈ [x]. Por lo tanto, g es una funcio´n con la siguiente propiedad:
(g(x),x),(x,g(x)) ∈N para cada x ∈ E. (2-5)
Este u´ltimo resultado se puede interpretar como una versio´n vı´a FD relaciones y pretopologı´as, de
un teorema debido a McCord [9], el cual enuncia, que todo espacio topolo´gico finito es homoto´pi-
camente equivalente a un espacio T0, ya que se ha demostrado, que existe un vı´nculo, (por medio
de la funciones iE′ ○q, q○ iE′), entre cada FD relacio´n con soporte finito (y por tanto, su pretopo-
logı´a asociada) con una FD relacio´n que representa una pretopologı´a T0. Se dara´n ma´s detalles al
respecto, en el siguiente capı´tulo.
2.4. La funcio´n f∆
En el ejemplo 1.9 (seccio´n 1.2) se exhibe una funcio´n submodular de valor entero, asociada a un
conjunto cualquiera ∆ ⊆ 2E , funcio´n que se denota por f∆ y que se define de la siguiente manera:
f∆(I) =∑
J∈∆qJ(I). (2-6)
f∆(I) es el nu´mero de subconjuntos de ∆, que no contienen a I ⊆ E.
En adelante, el operador de clausura asociado a la FD relacio´nN f∆ , se denota por c f∆ , y el conjunto
de cerrados segu´n c f∆ , se denota por C f∆ .
Lema 2.28. Sean ∆, A, B ∈ 2E . f∆(A∪B) = f∆(A) si, y so´lo si qJ(A∪B) = qJ(A) para todo J ∈ ∆.
Demostracio´n. Si qJ(A∪B)= qJ(A) para todo J ∈∆, es claro que f∆(A∪B)= f∆(A), por definicio´n.
Ahora bien, conside´rese un conjunto arbitrario J ∈ ∆, si qJ(A∪B) = 0, entonces A ⊆ A∪B ⊆ J, luego
qJ(A) = 0, esto equivale a la implicacio´n qJ(A) = 1⇒ qJ(A∪B) = 1. Por otro lado, supo´ngase
que qJ(A∪B) = 1, por lo tanto A∪B ⊈ J. Si se supone que A∪ J, se tendrı´a qJ(A) = 0, pero por
hipo´tesis, la cantidad de elementos en ∆ que no contienen a A ni a A∪B es la misma, por lo
tanto, debe existir J′ ∈ ∆ tal que q
J′(A∪B) = 0 y q′J(A) = 1, lo cual no puede ser, pues como ya
se menciono´ q
J′(A∪B) = 0⇒ qJ′(A) = 0. Por lo que se demostro´ qJ(A∪B) = 1⇒ qJ(A) = 1 (que
equivale a qJ(A) = 0⇒ qJ(A∪B) = 0).
Proposicio´n 2.29. El conjunto C f∆ tiene las siguientes propiedades:
1. E ∈ C f∆
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2. ∆ ⊆ C f∆ .
3. Si P1,P2 ∈ ∆, entonces P1∩P2 ∈ C f∆ .
4. A ∈ C f∆ −{E} si, y so´lo si, existe un conjunto ∆A ⊆ ∆ tal que A = ⋂
P∈∆A P.
Demostracio´n.
1. (E,E) ∈N f∆ , por lo que c f∆(E) = E.
2. Sea A ∈ ∆, si B ∈ 2E es tal que f∆(A∪B) = f∆(A). Hay que demostrar que B ⊆ A. Conside´rese
un elemento b ∈ B, por la transitividad en N f∆ (axioma (FD2)) y el lema anterior, para todo
J ∈∆, se tiene qJ(A∪b) = qJ(A), en particular, qA(A∪b) = qA(A) = 0, lo que implica A∪b ⊆A,
por lo tanto, b ∈ A. Se concluye que A ∈ C f∆
3. Sea B ∈ 2E tal que f∆((P1∩P2)∪B) = f∆(P1∩P2). Por el lema 2.30, se tiene
qJ((P1∩P2)∪B) = qJ(P1∩P2), para todo J ∈ ∆.
En particular,
a) qP1((P1∩P2)∪B) = qP1(P1∩P2) = 0,
b) qP2((P1∩P2)∪B) = qP2(P1∩P2) = 0,
por lo tanto, B ⊆ P1 y B ⊆ P2, esto implica que B ⊆ P1 ∩P2, luego, por el corolario 2.13,
P1∩P2 ∈ C f∆ .
4. Supo´ngase que A ∈ C f∆ , conside´rese el conjunto K = ⋂
P∈∆A P, donde ∆A = {P ∈∆ ;A ⊆P}. Por la
definicio´n de K, es claro que A ⊆ K (lo que implica que si A ≠∅, entonces ∆A,K ≠∅). Hace
falta demostrar que K ⊆ A. Sea x ∈K y conside´rense los siguientes casos:
a) Si J ∈ ∆A, entonces qJ(A) = 0 y qJ(x) = 0, por lo tanto, qJ(A∪x) = 0.
b) Si J ∈ ∆cA, entonces qJ(A) = 1, en consecuencia qJ(A∪x) = 1.
Por los dos casos anteriores, se tiene qJ(A) = qJ(A∪ x) para cada J ∈ ∆, por lo tanto, por el
lema 2.28, f∆(A∪ x) = f∆(A), pero A ∈ C f∆ , lo que implica, por el corolario 2.13, que x ∈ A.
Recı´procamente, si A = ⋂
P∈∆A P con ∆A ⊆ ∆, por el ı´tem anterior, se tiene que A ∈ C f∆ .
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Ejemplo 2.30. E = {a,b,c}, ∆ = {b,ab,bc}
A ∅ a b c ab ac bc abc
f∆(A) 0 2 0 2 2 3 2 3
Tabla 2-9
De la tabla, se obtiene la siguiente FD relacio´n:
N f∆ =N∣abc∣∪{(∅,b),(a,b),(c,b),(a,ab),(c,bc),(ac,b),(ac,ab),(ac,bc),(ac,abc)}.
Y de esta, los siguientes operador de clausura c f∆ y operador de interior i f∆:
A ∅ a b c ab ac bc abc
c f∆(A) b ab b bc ab abc bc abc
i f∆(A) ∅ a ∅ c a ac c ac
Tabla 2-10
De esta u´ltima tabla, se obtiene el conjunto de cerrados C f∆ = {b,ab,bc,abc} y el conjunto de
abiertos (una pretopologı´a) I f∆ = {∅,a,c,ac}.
Ahora, denotando a I f∆(A) por ∆1, conside´rese f∆1:
A ∅ a b c ab ac bc abc
f∆1(A) 0 2 4 2 4 3 4 4
Tabla 2-11
La nueva FD relacio´n a considerar es:
N f∆1 =N∣abc∣∪{ (b,a),(b,c),(b,ac),(bc,a),(ab,c),(bc,ac),(bc,ab),(bc,abc),(ab,ac),(ab,bc),(ab,abc) }
Por u´ltimo, obse´rvese la tabla de c f∆1 y i f∆1 . No´tese que, los respectivos conuntos de las ima´genes
de dichos operadores, topologı´as:
A ∅ a b c ab ac bc abc
c f∆(A) ∅ ab b bc ab abc bc abc
i f∆(A) ∅ a abc c abc ac abc abc
Tabla 2-12
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Proposicio´n 2.31. Sean N una FD relacio´n con soporte E, cN su operador de clausura inducido
y CN el conjunto de cerrados segu´n cN , se tiene:
fCN ∈ λ(N ).
Demostracio´n. Se demostrara´ que N∆ =N , donde ∆ = C fN .⊆) Sea (A,B) ∈N∆, es decir, f∆(A∪B) = f∆(A), por el lema 2.28, se tiene qJ(A∪B) = qJ(A)
para todo J ∈∆, en particular, qcN (A)(A∪B) = qcN (A)(A) = 0, por lo tanto, B ⊆A∪B ⊆ cN (A),
esto implica que (A,B) ∈N .
⊇) Sea (A,B) ∈N , por la definicio´n de cN , se tiene B ⊆ cN (A), ahora bien, se va a demostrar
que qJ(A∪B) = qJ(A) para todo J ∈ ∆. En efecto, conside´rense los dos casos para qJ(A):
1. qJ(A) = 1⇒ A ⊈ J⇒ A∪B ⊈ J⇒ qJ(A∪B) = 1.
2. qJ(A) = 0⇒ A ⊆ J ⇒ B ⊆ cN (A) ⊆ J, esto se tiene por (CL1) y (CL3), por lo tanto
A∪B ⊆ J y se tiene qJ(A∪B) = 0.
Por 1. y 2. qJ(A∪B) = qJ(A) para todo J ∈ ∆ y por el lema 2.28, (A,B) ∈N f∆ .
Capı´tulo 3
Topologı´as, FD relaciones y funciones
submodulares
Como se mostro´ en el capı´tulo anterior, el conjunto de las FD relaciones con soporte E esta´n
en correspondencia biunı´voca con el conjunto de las pretopologı´as en E, por lo que se puede
decir, que una FD relacio´n representa a una pretopologı´a, y viceversa. Dicha correspondencia, se
encontro´ gracias a los operadores de clausura y a los operadores de interior. Ahora bien, en [7] se
demuestra que todo operador de clausura que satisfaga los axiomas
(CT1) C(∅) =∅,
(CT2) Para todo par A,B ∈ 2E , C(A∪B) =C(A)∪C(B),
determina una topologı´a. Esto permite obtener una clasificacio´n de las FD relaciones, pues ca-
da una representa a una pretopologı´a, pero aquella cuyo operador de clausura asociado satisface
(CT1) y (CT2), a una topologı´a. Si τ es una topologı´a, una FD relacio´n que la representa es Nτ ,
gracias a la definicio´n 2.9, dicho conjunto se denomina FD relacio´n topolo´gica y satisface las
siguientes propiedades:
(FD4) si (∅,J) ∈Nτ para algu´n J ∈ 2E , entonces J =∅,
(FD5) si (I1∪ I2,J) ∈Nτ , entonces existe un par de conjuntos J1, J2 ∈ 2E tales que J = J1∪J2, con(Jk,Ik) ∈Nτ para k = 1,2.
Tal y como se puede comprobar en [11] o [14], trabajos en los que se demuestra adema´s, que si
una FD relacio´n N satisface (FD4) y (FD5), entonces cN satisface (CT1) y (CT2).
Ahora bien, se sabe que todo espacio topolo´gico finito es al tiempo, un conjunto preordenado,
ası´ que debe existir una conexio´n entre los preo´rdenes y las FD relaciones topolo´gicas. En este
capı´tulo, se construye dicha conexio´n, por medio de la cual, se puedan describir algunos concep-
tos topolo´gicos vı´a funciones submodulares, en especial, aquellos relacionados con el ca´lculo del
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tipo de homotopı´a en espacios topolo´gicos finitos, tambie´n, se presentan algoritmos que calculan
los valores de algunas funciones submodulares relacionadas con espacios topolo´gicos finitos, y se
interpreta el algoritmo de reduccio´n de Stong [13], por medio de dichas funciones.
Las referencias para este capı´tulo son [2], [11] y [14].
3.1. FD relaciones topolo´gicas y preo´rdenes
Una FD relacio´n N con soporte E, se suele representar por medio de un grafo dirigido, en el que
cada punto del mismo es asignado a un subconjunto de E, y la pareja (I,J) ∈N se representa por
medio de una flecha que parte de J y finaliza en I.
Por ejemplo, conside´rese la FD relacio´n
N =N∣abc∣∪{(a,b), (a,ab),(ac,b), (ac,bc), (ac,ab), (ac,abc)}. (3-1)
Su representacio´n gra´fica, contiene al diagrama de Hasse de la inclusio´n (la FD relacio´n ma´s
pequen˜a que se puede definir en el conjunto {a,b,c}) y al siguiente diagrama:
E
ac
ab bc
a b c
∅
Figura 3-1
Obse´rvese que existe una flecha de b a a, y que c no esta´ unido a ningu´n otro elemento por medio
de una flecha, excepto si se considera el diagrama de Hasse de la inclusio´n. Se podrı´a pensar en un
preorden en {a,b,c}, inducido por el digrafo anterior.
Para la FD relacio´n N con soporte E, se define la relacio´n ≤N en E, de la siguiente manera:
x ≤N y ⇔ (x,y) ∈N . (3-2)
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La cual resulta ser un preorden, pues tanto la reflexividad, como la transitividad de ≤N , se heredan
de la reflexividad y la transitividad de N (axiomas (FD1) y (FD2) respectivamente).
Ası´ que, el preorden definido por la FD relacio´n (3-1), es:
a ≤ a b ≤ b c ≤ c a ≤ b.
Como se vera´ en el ejemplo siguiente, se puede dar que dos FD relaciones con soporte E, definan
un mismo preorden en E.
Ejemplo 3.1. Considere la FD relacio´n
N1 =N∣abc∣∪{ (a,b),(a,ab),(ac,b),(ac,ab),(ac,abc),(ab,c),(ab,ac),(ab,bc),(ab,abc),(a,abc) } .
Como se puede ver, el preorden ≤N1 es:
a ≤N1 a, b ≤N1 b, c ≤N1 c, a ≤N1 b.
El cual tambie´n es inducido por
N2 =N∣abc∣∪{(a,b),(a,ab),(ac,b),(ac,ab),(ac,abc)}.
Adema´s, se puede pensar en una FD relacio´n definida por medio de un preorden ≤, que satisfaga
la propiedad de ser la ma´s pequen˜a que induzca a ≤. Para dicho propo´sito, se define el siguiente
conjunto:
N≤ ∶= {(I,J) ∈ 2E ×2E ; ∀y ∈ J ∃x ∈ I, x ≤ y}.
Proposicio´n 3.2. N≤ es una FD relacio´n.
Demostracio´n.
(FD1) Si J ⊆ I ⊆ E, como ≤ es reflexiva, para cada y ∈ J se tiene y ≤ y, en consecuencia
(I,J) ∈N≤.
(FD2) Si (I,J), (J,K) ∈N≤, entonces, por definicio´n, para cada y ∈ J, existe x ∈ I tal que x ≤ y
y para cada z ∈ K, existe y′ ∈ J tal que y′ ≤ z. Por la transitividad de ≤, para todo z ∈ K,
existe x ∈ I tal que x ≤ z, por lo tanto, (I,K) ∈N≤.
(FD3) Si (I,J), (I,K) ∈N≤, entonces, por la misma definicio´n de N≤ se ve que(I,J∪K) ∈N≤.
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N≤ se compone de dos partes, una esN∣E ∣ que fue´ introducida en el capı´tulo 1, la cual esta´ contenida
en toda FD relacio´n con soporte E y contiene a los elementos dados por (FD1) (o equivalentemente,
por la reflexividad de ≤), la otra se notara´ N< y contiene a los elementos inducidos por (FD2),
(FD3) (o por la transitividad de ≤) y diferenciara´ una FD relacio´n topolo´gica de otra. Por todo lo
anterior, se tiene
N≤ =N∣E ∣∪N<.
y dicha unio´n es disjunta.
Es claro que el preorden inducido por N≤, es ≤, pues:
x ≤ y⇔ (x,y) ∈N≤⇔ x ≤N≤ y.
Ejemplo 3.3. Conside´rese el siguiente preorden definido en el conjunto {a,b,c}:
a ≤ a, b ≤ b, c ≤ c, b ≤ a, c ≤ a.
Su FD relacio´n asociada es N≤ =N∣abc∣∪N<, donde
N< = {(b,a),(c,a),(b,ab),(c,ac),(bc,a),(bc,ab),(bc,ac),(bc,abc)}.
Proposicio´n 3.4. Si N ′ es una FD relacio´n y ≤N ′ es su preorden inducido, entonces,N≤N ′ ⊆N ′.
Demostracio´n. Si (I,J) ∈N≤N ′ , entonces, para todo y ∈ J existe x ∈ I tal que x ≤N ′ y, o lo que es lo
mismo, (x,y) ∈N ′, pero esto implica que (I,y) ∈N ′, para todo y ∈ J, por (FD1) y (FD2). Luego,
por (FD3), se tiene: (I,⋃
y∈J{y}) = (I,J) ∈N ′.
Proposicio´n 3.5. Si Nτ es una FD relacio´n topolo´gica y ≤ su preorden asociado, entoncesNτ =N≤.
Demostracio´n. Sean I = {x1, . . . ,xn}, J = {y1, . . .ym}, tales que (I,J) ∈Nτ . Esto se tiene si, y so´lo
si, J ⊆ cτ(I), lo cual equivale a (I,y j) ∈N para todo j = 1,2, . . . ,m, lo que tambie´n equivale a tener
y j ∈ cτ(I) = cτ ( n⋃
i=1xi) = n⋃i=1cτ(xi) para todo j = 1,2, . . . ,m. (Por (CT2)).
Es decir, y j ∈ cτ(xi) para algu´n i ∈ {1,2, . . . ,n}, para todo j = {1,2, . . . ,m}, dicho de otra forma: para
todo y ∈ J, existe x ∈ I tal que x ≤ y, esto es (I,J) ∈N≤ (pues y j ∈ cτ(xi)⇔ xi ≤ y j).
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Por las proposiciones 3.4 y 3.5, se tiene que toda FD relacio´n topolo´gica induce y es inducida, por
un preorden (lo mismo que una topologı´a finita) y que adema´s, es la FD relacio´n ma´s pequen˜a con
esa propiedad. Se puede apreciar que la definicio´n de N≤ provee de una sencilla descripcio´n de
las FD relaciones topolo´gicas, la cual se aprovechara´, para demostrar que algunos conceptos bien
conocidos referentes a espacios topolo´gicos finitos, pueden ser considerados como casos particula-
res de las caracterizaciones dadas en el capı´tulo 2. Ma´s precisamente, considerando la FD relacio´n
topolo´gica N≤, se tiene que:
1. E es un espacio topolo´gico conexo si, y so´lo si, para cualesquier x,y ∈ E existe un conjunto{x1,x2, ..,xn} de elementos de E, tal que x = x1, y = xn y
xi ≤ xi+1 o xi+1 ≤ xi,
donde ≤ es el preorden asociado a E. Lo cual surge como caso particular de la proposicio´n
2.16.
2. Un espacio topolo´gico finito E, es conexo si, y so´lo si, es conexo por caminos. Gracias a las
proposiciones 2.15 y 2.16.
3. Un espacio topolo´gico finito es T0 si, y so´lo si, y≤ x y x≤ y u´nicamente cuando x= y. Tomando
en consideracio´n la proposicio´n 2.23.
4. Una funcio´n entre espacios topolo´gicos finitos es continua si, y so´lo si, preserva el preorden.
En efecto, por la proposicio´n 2.19, si E1, E2 son espacios topolo´gicos finitos, con preo´rdenes
asociados ≤1 y ≤2 respectivamente, entonces, g ∶ E1Ð→ E2 es una funcio´n continua si, y so´lo
si, (x,y) ∈N≤1 implica (g(x),g(y)) ∈N≤2 .
En [2], [8], [9] y [13] se encuentran las demostraciones de los hechos anteriores mencionando
u´nicamente preo´rdenes y propiedades topolo´gicas.
3.2. Funciones submodulares y topologı´as finitas
Si f ∈ λ(N ), (A,B) ∈N equivale a tener f (A) = f (A∪B) por la proposicio´n 1.7. En particular,
considerando una topologı´a τ y su preorden ≤, si f ∈ λ(Nτ) y (x,y) ∈Nτ , entonces:
x ≤ y ⇔ f (x) = f (xy). (3-3)
Por esto, y por lo visto en la seccio´n anterior, cada nocio´n topolo´gica posee una descripcio´n
(nume´rica) vı´a funciones submodulares. Ası´ pues, por medio de las ima´genes de dichas funciones,
es posible determinar si, por ejemplo, un subconjunto es cerrado, abierto, conexo, si un espacio
finito dado es T0, o si una funcio´n de un espacio topolo´gico en otro, es continua (como se hizo en
el capı´tulo 2). Sin embargo, el conjunto λ(N≤) posee mu´ltiples opciones, ya que varias funciones
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submodulares pueden definir la misma FD relacio´n. Es ma´s, dicho conjunto es infinito, tal como se
demuestra en [11]. En el capı´tulo 1, se menciono´ que los cerrados de un espacio topolo´gico finito,
conforman una topologı´a, a saber, su topologı´a opuesta, por lo tanto, gracias a la proposicio´n 2.31,
se tiene
fτop ∈ λ(Nτ). (3-4)
Donde τop denota la topologı´a opuesta de τ como se comento´ en el capı´tulo 1. Cuando el espacio
topolo´gico es T0, su preorden asociado es en particular, un orden y como se dijo anteriormente, se
puede representar por un diagrama de Hasse. Por lo tanto, resulta u´til la informacio´n que provee la
tabla de una funcio´n submodular en λ(Nτ) para determinar ciertas caracterı´sticas de los diagramas
de Hasse de los posets, es ma´s, basta considerar u´nicamente las ima´genes de los conjuntos unitarios
y los de cardinal dos. De aquı´ en adelante, so´lo se consideran espacios T0 a menos que se advierta
lo contrario.
Proposicio´n 3.6. Sean Nτ una FD relacio´n topolo´gica con soporte E y ≤ su relacio´n de orden
asociada. Si f ∈ λ(Nτ) y x, y ∈ E, entonces
1. f (xy) = f (x) si, y so´lo si, x ≤ y.
2. f (xy) = f (x) para todo y ∈ E si, y so´lo si, x es un mı´nimo.
3. f (xy) = f (x) para todo x ∈ E si, y so´lo si, y es un ma´ximo.
4. Si f (x) = f (y), entonces x e y son no comparables.
Demostracio´n.
1. f (xy) = f (x) si, y so´lo si, (x,y) ∈Nτ si, y so´lo si, x ≤ y.
2. Por el ı´tem anterior, f (xy) = f (x) para todo y ∈ E, equivale a tener que x es mı´nimo.
3. La demostracio´n de este ı´tem es similar a la del ı´tem anterior.
4. Si f (x) = f (y) y x ≠ y, entonces f (xy) ≠ f (x) y f (xy) ≠ f (y), pues de lo contrario, se tendrı´a
x ≤ y e y ≤ x, respectivamente, lo que no puede ser ya que ≤ es un orden.
Ejemplo 3.7. Sea τ = {∅,c,d,cd,bcd,abcd}, por lo que τop = {∅,a,ab,abc,abd,abcd} y con-
side´rese la funcio´n submodular fτop:
A ∅ a b c d ab ac ad bc bd cd abc abd acd bcd abcd
fτop(A) 0 1 2 4 4 2 4 4 4 4 5 4 4 5 5 5
Tabla 3-1
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a es ma´ximo, pues de la tabla se ve que fτop(ax) = fτop(x) para todo x ∈ {a,b,c,d}.
b es mayor que c y d ya que fτop(c) = 4 = fτop(bc) y fτop(d) = 4 = fτop(bd)
c y d son no comparables, pues fτop(c) = 4 = fτop(d).
Por lo que el diagrama de Hasse de abc con el preorden inducido por fτop es
a
b
c d
Figura 3-2
Ya se menciono´ que existen cuatro conjuntos notables asociados a un espacio topolo´gico finito(E,τ). A saber, el mismo τ , su base minimal U , τop y la base minimal de (E,τop), la cual se
denota por D. A pesar de que no es cierto en general, que fτ ∈ λ(Nτ), pues no siempre se tiene
τ = τop, es posible describir el preorden ≤ asociado a τ por medio de dicha funcio´n, de hecho, lo
mismo ocurre con las funciones submodulares no decrecientes fU y fD (funciones del tipo f∆),
gracias a la proposicio´n 3.8 y a la observacio´n 3.10.
Proposicio´n 3.8. Si (E,τ) es un espacio topolo´gico finito y D es la base minimal de τop, entonces
fτop(xy) = fτop(x)⇔ fD(xy) = fD(x).
Demostracio´n.
⇒) fτop(xy) = fτop(x) equivale a qJ(xy) = qJ(x) para todo J ∈ τop, lo que implica, en particular,
que qJ′(xy) = qJ′ para todo J′ ∈D, que es equivalente a fD(xy) = fD(x).
⇐) fD(xy) = fD(x) equivale a qJ′(xy) = qJ′(x) para todo J′ ∈D, en particular, y ∈ Fx, ası´ que x ≤ y,
por lo tanto (x,y) ∈Nτ , luego fτop(xy) = fτop(x).
Se ha demostrado que la funcio´n fD describe el preorden de la topologı´a τ , donde D es la base
minimal de τop. Sin embargo, dicha funcio´n, en general no pertenece a λ(Nτ), como se vera´ en el
ejemplo 3.9.
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Ejemplo 3.9. Conside´rese la base minimal de la topologı´a representada por el poset del ejemplo
3.7. La base minimal D de τop, se compone de los siguientes elementos:
Fa = {a}, Fb = {a,b} Fc = {a,b,c} Fd = {a,b,d}.
Por lo tanto, la funcio´n fD es:
A ∅ a b c d ab ac ad bc bd cd abc abd acd bcd abcd
fD(A) 0 0 1 3 3 1 3 3 3 3 4 3 3 4 4 4
Tabla 3-2
De la tabla 3-2 se observa que (∅,a) ∈N fD , pues fD(∅) = fD(a). Sin embargo, de la tabla 3-1, se
observa que fτop(a) = 1 ≠ 0 = fτop(∅), por lo tanto, (∅,a) ∉Nτop . Lo anterior muestra que fD ∉Nτ ,
adema´s, que N fD no es topolo´gica.
Las funcio´n submodular fD es adecuada para caracterizar algunas nociones de un espacio to-
polo´gico (E,τ), pues aunque no necesariamente pertenece a λ(Nτ), determina si dos elementos
son comparables o no en dicha topologı´a y en este sentido, cumple la misma funcio´n que fτop , pero
su construccio´n es ma´s sencilla.
Observacio´n 3.10.
1. Considerando al espacio topolo´gico (E,τop), donde Cτ = τop (esto es, los cerrados de (E,τ)),
se tiene que fτ ∈ λ(Nτop), entonces, por la proposicio´n 3.8:
y ≤ x⇔ fτ(xy) = fτ(x)⇔ fU(xy) = fU(x).
Donde ≤ es el preorden asociado a τ .
2. Una funcio´n submodular no decreciente f ∶ E Ð→Z, pertenece a λ(Nτ) para alguna topo-
logı´a τ si, y so´lo si, f satisface las siguientes propiedades:
(ST1) Si I ∈ 2E y f (I) = f (∅), entonces I =∅.
(ST2) Si f (I1 ∪ I2) = f (I1 ∪ I2 ∪ J), entonces existe un par de conjuntos J1,J2 ∈ 2E tal que,
J = J1∪J2, con f (Ik) = f (Ik∪Jk) ∈Nτ para k = 1,2.
En efecto, si f satisface (ST1) y (ST2), entonces la FD relacio´n N f es topolo´gica, por lo
tanto, su operador de clausura cN f satisface (CT1) y (CT2), lo cual es sencillo de verificar.
Adema´s, si f ∈ λ(Nτ) para alguna topologı´a τ , por el comentario hecho al principio del
capı´tulo, Nτ satisface (FD4) y (FD5), lo que en te´rminos de f , respectivamente equivalen a
(ST1) y (ST2) ya que (A,B) ∈Nτ equivale a f (A∪B) = f (A).
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3. Si una funcio´n submodular no decreciente f satisface (ST1) y (ST2), por el ı´tem anterior,
induce una FD relacio´n topolo´gica Nτ , la que a su vez, induce al preorden asociado a τ , por
lo que en te´rminos de f , es posible hallar las bases minimales U y D. En efecto, sea x ∈ E,
como f (xy) = f (x)⇔ x ≤ y, entonces:
Ux = {y ∈ E; f (xy) = f (y)} y Fx = {y ∈ E; f (xy) = f (x)}.
Ejemplo 3.11. Considerando los datos de la tabla 3-3
A ∅ a b c ab ac bc abc
f (A) 0 5 3 3 5 5 5 5
Tabla 3-3
Se verifica que f satisface (ST1) y (ST2). Adema´s,
Ua = a, Ub = ab, Uc = ac, Fa = abc, Fb = b, Fc = c.
Por lo tanto,
A ∅ a b c ab ac bc abc
fU(A) 0 0 2 2 2 2 3 3
fD(A) 0 2 1 1 2 2 2 2
Tabla 3-4
3.3. Ca´lculo de tipos de homotopı´a mediante funciones submo-
dulares
En el capı´tulo 2, se demostro´ que toda FD relacio´n N con soporte E, induce otra FD relacio´n N∼,
cuyo soporte es E ′, asociada a una pretopologı´a T0. Ahora bien, conside´rese una FD relacio´n to-
polo´gica Nτ , y la funcio´n q∶E Ð→ E ′, la cual, es continua (proposicio´n 2.29), conside´rese adema´s,
la inclusio´n iE′ ∶E ′Ð→ E. Se demostro´ que la funcio´n g = iE′ ○q satisface la siguiente propiedad:
(g(x),x),(x,g(x)) ∈N≤ para cada x ∈ E. (3-5)
En particular, g ≤ idE en el espacio de las funciones continuas de E en E, es decir, idE ≅ E (rel E ′)
gracias a la proposicio´n 1.33, lo que implica que E ′ es un retracto por deformacio´n fuerte de E.
Este es un resultado debido a McCord [9], el cual puede ser enunciado de la siguiente manera:
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Proposicio´n 3.12 (McCord). Para cada espacio topolo´gico finito E, existe un espacio topolo´gico
finito E ′ que es T0 y es homoto´picamente equivalente a E.
Esto implica, que para estudiar los tipos de homotopı´a de los espacios finitos, basta considerar los
espacios T0. Ahora bien, Stong [13] encuentra un interesante y sencillo me´todo para clasificar los
espacios T0 por tipo de homotopı´a, simplemente hay que identificar algunos puntos particulares, a
saber, los beat points (b.p.), cuya definicio´n se dio en el capı´tulo 1.
Proposicio´n 3.13 (Stong [13]). Sean E un espacio topolo´gico finito T0 y x ∈E un beat point. E∖{x}
es un retracto por deformacio´n fuerte de E.
Demostracio´n. Ve´ase [2], [8] o [13].
De hecho, Stong prueba que todo espacio topolo´gico finito posee un core, para lo cual procede
por induccio´n, identificando y removiendo en cada paso inductivo, un b.p. con lo que sugiere un
algoritmo que que termina cuando se encuentra un espacio minimal, esto es, un core del espacio
original, despue´s demuestra, que los cores de un espacio finito, son homeomorfos, y que dos es-
pacios topolo´gicos finitos son del mismo tipo homoto´pico si, y so´lo si, sus cores son homeomorfos.
Gra´ficamente, x es un up beat point (u.b.p.), si existe una, y solo una arista por encima de e´l en
el diagrama de Hasse. Adema´s, y es un down beat point (d.b.p.), si existe que una, y solo una
arista por debajo de y. En la siguiente proposicio´n, se caracterizan estos conceptos por medio de
las funciones submodulares.
Proposicio´n 3.14. Si f ∈ λ(Nτ), entonces:
1. x ∈ E es un u.b.p. si, y so´lo si, existe un y ∈ E ∖ {x} con f (xy) = f (x) tal que para todo
z ∈ E ∖{x} con f (xz) = f (x), se tiene f (yz) = f (y).
2. x ∈ E es un d.b.p. si, y so´lo si, existe un y ∈ E ∖ {x} con f (xy) = f (y) tal que para todo
z ∈ E ∖{x} con f (xz) = f (y), se tiene f (yz) = f (z).
Demostracio´n. Como y ≤ x⇔ f (xy) = f (x), los enunciados 1. y 2. son interpretaciones, vı´a fun-
ciones submodulares, de la definicio´n 1.36.
Ejemplo 3.15. Conside´rese la topologı´a τ = {∅,c,d,cd,bcd,abcd} en el conjunto {a,b,c,d}. So-
lamente se consideran las ima´genes, por medio de fτop , de los conjuntos unitarios y de los conjun-
tos de dos elementos.
A a b c d ab ac ad bc bd cd
fτop(A) 1 2 4 4 2 4 4 4 4 5
Tabla 3-5
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b no es d.b.p ya que fτop(bc) = fτop(c) y fτop(bd) = fτop(d), pero fτop(c) = fτop(d), por lo
que en te´rminos del preorden, b es mayor que c y d, pero estos u´ltimos son no comparables,
como se verifica en la tabla.
a es d.b.p. ya que tanto c como d cumplen las condiciones fτop(ac) = fτop(c) y fτop(ad) =
fτop(d) pero fτop(ab) = fτop(b), fτop(bc) = fτop(c) > fτop(b) y fτop(bd) = fτop(d) > fτop(b).
Lo que bien se puede comprobar al ver el diagrama de Hasse asociado a τ .
a
b
c d
Figura 3-3
Proposicio´n 3.16. Sean x ∈ E, U base de (E,τ) y D base de (E,τop), entonces:
1. x es un u.b.p si, y so´lo si, existe y ∈ E ∖{x} tal que
fU(xy) = fU(y) y fU(y)− fU(x) = 1.
2. x es un d.b.p si, y so´lo si, existe y ∈ E ∖{x} tal que
fD(xy) = fD(y) y fD(y)− fD(x) = 1.
Demostracio´n.
1. Si x es un u.b.p. existe y ∈E ∖{x} con x ∈Uy, tal que para todo z ∈E ∖{x}, con x ∈Uz, se tiene
y ∈Uz. Esto equivale a escribir:
x ∈Uz⇔ y ∈Uz, para todo z ∈ E ∖{x}.
Por lo tanto, qUz(x) = qUz(y) para todo z ∈ E ∖{x}, esto implica, que Ux es el u´nico abierto
minimal que contiene a x, pero no a y, en consecuencia, se tiene:
fU (y) = fU (x)+1.
Recı´procamente, supo´ngase que fU(xy) = fU(y) y fU(y)− fU(x) = 1. Esto implica que Ux es
el u´nico abierto minimal que contiene a x pero no a y. Si z ∈ E ∖{x} satisface x ≤ z, entonces
y ≤ z pues de lo contrario, Uz serı´a otro abierto minimal que contiene a x, pero no a y, lo que
no puede suceder, ası´ que x es un u.b.p.
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2. La demostracio´n de este ı´tem es completamente ana´loga a la del ı´tem anterior
Sean I ∈ 2E , (E,τ) un espacio topolo´gico finito T0 y ≤ su orden asociado, recue´rdese que fU(I) y
fD(I) son, respectivamente, el nu´mero de abiertos y de cerrados en (E,τ) que no contienen a I.
Denotando por UX , al conjunto de todos los elementos en E que son menores que todo elemento de
X y por FX , al conjunto de todos los elementos en E que son mayores que todo elemento en X , se
tiene que fU(I) = E − ∣FX ∣ y fD(I) = E − ∣UX ∣. Lo anterior se aprovecha, para definir los siguientes
dos algoritmos, que calculan las funciones mencionadas.
Algoritmo 1 La funcio´n fU
Entrada: Espacio topolo´gico finito E.
Salida: Funcio´n fU .
1: fU(∅)← 0
2: Calcular ∣E ∣.
3: S← 2E .
4: mientras S ≠∅ hacer
5: Elegir un conjunto A ∈ S
6: X ← A
7: Calcular ∣FX ∣
8: fU(X)← ∣E ∣− ∣FX ∣
9: S← S−{X}
10: fin mientras
El algoritmo para la funcio´n fD es completamente ana´logo:
Algoritmo 2 La funcio´n fD
Entrada: Espacio topolo´gico finito E.
Salida: Funcio´n fD.
1: fD(∅)← 0
2: Calcular ∣E ∣.
3: S← 2E ∖{∅}.
4: mientras S ≠∅ hacer
5: Elegir un conjunto A ∈ S
6: X ← A
7: Calcular ∣UX ∣
8: fD(X)← ∣E ∣− ∣UX ∣
9: S← S−{X}
10: fin mientras
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Ejemplo 3.17. Sea E = {a,b,c,d} y conside´rese el siguiente diagrama de Hasse:
a
b
c
d
Figura 3-4
Por ejemplo, se tiene ∣Fa∣ = 1, ∣Ua∣ = 3, ∣Fabc∣ = 0, ∣Uabc∣ = 0, luego, fU(a) = ∣E ∣− ∣Fa∣ = 4− 1 = 3,
fD(a) = ∣E ∣− ∣Ua∣ = 4−3 = 1, fU(abc) = ∣E ∣− ∣Fabc∣ = 4 y fD(abc) = ∣E ∣− ∣Uabc∣ = 4. Con la ayuda de
los algoritmos 1 y 2, se calculan los valores de las funciones fU(A) y fD(A):
A ∅ a b c d ab ac ad bc bd cd abc abd acd bcd abcd
fU(A) 0 3 2 3 1 3 4 3 4 3 3 4 3 4 4 4
fD(A) 0 1 3 2 3 3 3 3 4 4 3 4 4 3 4 4
Tabla 3-6
El siguiente algoritmo, permite encontrar el core de un espacio topolo´gico finito (E,τ), el cual se
construye de forma nume´rica gracias a las funciones fU y fD. Recue´rdese el algoritmo de Stong,
es un me´todo de reduccio´n, en el hay que encontrar en cada paso, un beat point cualquiera, (por
lo que no existe una u´nica manera de realizar las reducciones), para luego removerlo del espacio,
hasta encontrar su core.
Algoritmo 3 Core de E
Entrada: Espacio topolo´gico finito (E,τ).
Salida: Core de E.
1: S← E
2: Calcular fU y fD sobre 2S, mediante los algoritmos 1 y 2 respectivamente.
3: mientras Sea posible encontrar un x ∈ S tal que exista y ∈ S, que satisfagan
fU(xy) = fU(x) y fU(y)− fU(x) = 1.
o
fD(xy) = fD(y) y fD(y)− fD(x) = 1.
hacer
4: S← S−{x}
5: fin mientras
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Ejemplo 3.18. Conside´rese el diagrama del ejemplo anterior, y de la tabla 3-6, obse´rvese que b
es un u.b.p. ya que fU(a) = fU(ab) y fU(a)− fU(b) = 1. Al remover b, la tabla para las nuevas
funciones fU1 y fD1 en E1 = {a,c,d}, es:
A ∅ a c d ac ad cd acd
fU1(A) 0 2 2 0 3 2 2 3
fD1(A) 0 1 1 2 2 2 2 2
Tabla 3-7
Los nuevos ca´lculos revelan que c es un d.b.p., pues fD1(cd) = fD1(d) y fD1(d)− fD1(c) = 1. Al
remover c, la tabla para las nuevas funciones fU2 y fD2 en E2 = {a,d}, es:
A ∅ a d ad
fU2(A) 0 1 0 1
fD2(A) 0 0 1 1
Tabla 3-8
Los nuevos ca´lculos revelan que tanto a, como d son b.p., por lo tanto, al remover alguno de
dichos dos puntos, se obtiene un espacio de un punto E3, y se concluye, que el espacio original, es
contra´ctil (proposicio´n 1.30). Para ilustrar el ca´lculo que se acaba de hacer, obse´rvese la siguiente
figura:
Figura 3-5
48 3 Topologı´as, FD relaciones y funciones submodulares
3.3.1. Espacios de 3 elementos
Las topologı´as finitas no homeomorfas que se pueden definir en un conjunto {a,b,c} son las si-
guientes:
τ1 = {∅,{a,b,c}}
τ2 = {∅,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}
τ3 = {∅,{a},{b},{a,b},{b,c},{a,b,c}}
τ4 = {∅,{a},{b},{a,b},{a,b,c}}
τ5 = {∅,{a},{a,b},{a,c},{a,b,c}}
τ6 = {∅,{a},{b,c},{a,b,c}}
τ7 = {∅,{a},{a,b},{a,b,c}}
τ8 = {∅,{a,b},{a,b,c}}
τ9 = {∅,{a},{a,b,c}}
La siguiente tabla muestra los valores de las funciones fτi para i = 1,2, . . . ,9:
A ∅ {a} {b} {c} {a,b} {a,c} {b,c} {a,b,c}
fτ1(A) 0 1 1 1 1 1 1 1
fτ2(A) 0 4 4 4 6 6 6 7
fτ3(A) 0 3 2 4 4 5 4 5
fτ4(A) 0 2 2 4 3 4 4 4
fτ5(A) 0 1 3 3 3 3 4 4
fτ6(A) 0 2 2 2 3 3 2 3
fτ7(A) 0 1 2 3 2 3 3 3
fτ8(A) 0 1 1 2 1 2 2 2
fτ9(A) 0 1 2 2 2 2 2 2
Tabla 3-9
De la tabla se obtiene la informacio´n necesaria para determinar las topologı´as que no son T0: τ1,
pues fτ1(a)= fτ1(b)= fτ1(ab); τ6, pues fτ6(b)= fτ5(c)= fτ5(ac); τ8, pues fτ8(a)= fτ8(b)= fτ8(ab);
τ9, pues fτ9(b) = fτ9(c) = fτ9(bc).
La siguiente tabla muestra las funciones fUi para i = 2,3,4,5,7:
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A ∅ {a} {b} {c} {a,b} {a,c} {b,c} {a,b,c}
fU2(A) 0 2 2 2 3 3 3 3
fU3(A) 0 2 1 2 3 3 2 3
fU4(A) 0 1 1 2 2 2 2 2
fU5(A) 0 0 2 2 2 2 3 3
fU7(A) 0 0 1 2 1 2 2 2
Tabla 3-10
Tambie´n, se obtiene la informacio´n necesaria para describir los diagramas de Hasse de los espacios
topolo´gicos T0, Ei = (E,τi), i = 2,3,4,5,7.
1. Obse´rvense los valores de la funcio´n fU2 y no´tese que:
fU2(a) = fU2(b) = fU2(c)
Por lo tanto, en dicha topologı´a, los elementos son no comparables entre sı´, como conse-
cuencia, E2 es su propio core. Su representacio´n gra´fica es:
ca b
2. Obse´rvense los valores de la funcio´n fU3 y no´tese que b < c, pues fU3(bc) = fU3(c) y que a a
su vez, no es comparable ni con b, ni con c ya que fU3(ac) = fU3(ab) = 3. Adema´s, b es un
u.b.p. pues fU3(c)− fU3(b) = 1. Luego, la representacio´n gra´fica de E3 es:
c
b a
y removiendo a b del espacio, se obtiene que el core de E3 es homeomorfo a:
3. Obse´rvense los valores de la funcio´n fU4 y no´tese que tanto a, como b son menores que c
pues fU4(ac) = fU3(c) = fU3(bc) y que a y b son no comparables. Adema´s, a y b son u.b.p.
ya que fU4(c)− fU4(a) = 1 Por lo tanto, la representacio´n gra´fica de E4 es:
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c
a b
y su core es isomorfo a:
c
4. Para E5, se tiene que a<b y a< c, pues fU5(ab)= fU5(b) y fU5(ac)= fU5(c), adema´s, b y c son
no comparables. En este caso, no se tienen u.b.p pues fU5(b)− fU5(a) ≠ 1 y fU5(c)− fU5(a) ≠
1, ası´ pues, es necesario calcular la funcio´n fD, por el algoritmo 2, se tiene:
A ∅ {a} {b} {c} {a,b} {a,c} {b,c} {a,b,c}
fD5(A) 0 2 1 1 2 2 2 2
De dicha tabla se observa que tanto b como c son d.b.p.
La representacio´n de E5 es:
a
b c
Y su core es homeomorfo a:
a
5. De forma similar a lo hecho para los espacios que se acaban de estudiar, de la tabla se observa
que a < b < c, ası´ que, el diagrama de Hasse de E7 es:
c
b
a
Adema´s, su core es homeomorfo a:
c
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3.3.2. Espacios de 4 elementos
Las topologı´as no homeomorfas que se pueden definir en E = {a,b,c,d} son las siguientes:
τ1 = {∅,{a,b,c,d}}
τ2 = 2E
τ3 = {∅,{a},{b},{c},{a,b},{b,c},{a,c},{c,d},{a,b,c},{a,c,d},{b,c,d},{a,b,c,d}}
τ4 = {∅,{a},{b},{c},{a,b},{b,c},{a,c},{a,b,c},{a,b,d},{a,b,c,d}}
τ5 = {∅,{a},{b},{a,b},{b,c},{b,d},{a,b,c},{a,b,d},{b,c,d},{a,b,c,d}}
τ6 = {∅,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c},{a,b,c,d}}
τ7 = {∅,{a},{b},{a,b},{a,c},{b,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,b,c,d}}
τ8 = {∅,{a},{a,b},{a,c},{a,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{a,b,c,d}}
τ9 = {∅,{a},{b},{a,b},{b,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,b,c,d}}
τ10 = {∅,{a},{b},{b,c},{a,b},{a,b,c},{b,c,d},{a,b,c,d}}
τ11 = {∅,{a},{b},{a,b},{c,d},{a,c,d},{b,c,d},{a,b,c,d}}
τ12 = {∅,{a},{b},{a,b},{a,c},{a,b,c},{a,b,c,d}}
τ13 = {∅,{a},{b},{a,b},{a,b,c},{a,b,d},{a,b,c,d}}
τ14 = {∅,{a},{a,b},{a,c},{a,b,c},{a,b,d},{a,b,c,d}}
τ15 = {∅,{a},{a,b},{a,c},{a,b,c},{a,b,c,d}}
τ16 = {∅,{a},{b},{a,b},{a,b,c},{a,b,c,d}}
τ17 = {∅,{a},{a,b},{a,b,c},{a,b,d},{a,b,c,d}}
τ18 = {∅,{a},{b},{a,b},{a,c,d},{a,b,c,d}}
τ19 = {∅,{a},{b,c},{a,b,c},{b,c,d},{a,b,c,d}}
τ20 = {∅,{a},{c,d},{a,b},{a,c,d},{a,b,c,d}}
τ21 = {∅,{a},{a,b},{a,b,c},{a,b,c,d}}
τ22 = {∅,{a},{b},{a,b},{a,b,c,d}}
τ23 = {∅,{a},{b,c},{a,b,c},{a,b,c,d}}
τ24 = {∅,{a,b},{d,c},{a,b,c},{a,b,c,d}}
τ25 = {∅,{a},{a,b},{a,c,d},{a,b,c,d}}
τ26 = {∅,{a},{a,b},{a,b,c,d}}
τ27 = {∅,{a,b},{a,b,c},{a,b,c,d}}
τ28 = {∅,{a},{a,b,c},{a,b,c,d}}
τ29 = {∅,{a},{b,c,d},{a,b,c,d}}
τ30 = {∅,{a,b},{c,d},{a,b,c,d}}
τ31 = {∅,{a},{a,b,c,d}}
τ32 = {∅,{a,b,c},{a,b,c,d}}
τ33 = {∅,{a,b},{a,b,c,d}}
Como ya se ha menciono´, basta considerar los valores de funcio´n fτi , de los conjuntos unitarios y
los de dos elementos:
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A {a} {b} {c} {d} {a,b} {a,c} {a,d} {b,c} {b,d} {c,d}
fτ1(A) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
fτ2(A) 8 8 8 8 12 12 12 12 12 12
fτ3(A) 6 6 4 8 9 8 10 8 10 8
fτ4(A) 4 4 5 8 6 7 8 7 8 9
fτ5(A) 5 2 6 6 6 8 8 6 6 8
fτ6(A) 4 4 4 8 6 6 8 6 8 8
fτ7(A) 3 3 6 6 5 6 7 7 6 8
fτ8(A) 1 5 5 5 5 5 5 7 7 7
fτ9(A) 3 2 6 5 4 6 6 6 5 7
fτ10(A) 4 2 4 6 5 6 7 4 6 6
fτ11(A) 4 4 4 4 6 6 6 6 6 4
fτ12(A) 2 3 4 6 4 4 6 5 6 6
fτ13(A) 2 2 5 5 3 5 5 5 5 6
fτ14(A) 1 3 4 5 3 4 5 5 5 6
fτ15(A) 1 3 3 5 3 3 5 4 5 5
fτ16(A) 2 2 4 5 3 4 5 4 5 5
fτ17(A) 1 2 4 4 2 4 4 4 4 5
fτ18(A) 2 3 4 4 4 4 4 5 5 4
fτ19(A) 3 2 2 4 4 4 5 2 4 4
fτ20(A) 2 4 3 3 4 4 4 5 5 3
fτ21(A) 1 2 3 4 2 3 4 3 4 4
fτ22(A) 2 2 4 4 3 4 4 4 4 4
fτ23(A) 2 2 2 4 3 3 4 2 4 4
fτ24(A) 2 2 2 3 2 3 4 3 4 3
fτ25(A) 1 2 3 3 3 3 3 4 4 3
fτ26(A) 1 2 3 3 2 3 3 3 3 3
fτ27(A) 1 1 2 3 1 2 3 2 3 3
fτ28(A) 1 2 2 3 2 2 3 2 3 3
fτ29(A) 2 2 2 2 3 3 3 2 2 2
fτ30(A) 2 2 2 2 2 3 3 3 3 2
fτ31(A) 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
fτ32(A) 1 2 1 2 1 1 2 1 2 2
fτ33(A) 1 1 2 2 1 2 2 2 2 2
Tabla 3-11: Funciones fτ para los espacios de 4 elementos
Ahora bien, denotando por Ei = (E,τi), las siguientes son las topologı´as T0 de 4 elementos no
homeomorfas:
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1. E2, pues no existen elementos en este espacio, cuyos valores en la tabla sean iguales, lo que
tambie´n implica que dicho espacio no tiene elementos comparables.
2. E3, pues los u´nicos elementos cuyo valor por medio de fτ3 coincide, son a y b, sin embargo,
estos no coinciden con fτ3(ab).
3. E4, pues los u´nicos elementos cuyo valor por medio de fτ4 coincide, son a y b, sin embargo,
estos no coinciden con fτ4(ab).
4. E5, pues los u´nicos elementos cuyo valor por medio de fτ3 coincide, son c y d, sin embargo,
estos no coinciden con fτ5(cd).
5. E6, pues aunque los valores de a, b, c coinciden, e´stos no son iguales ninguno de los siguien-
tes: fτ6(ab), fτ6(ac) fτ6(bc).
6. E7, pues fτ7(a) = fτ7(b) ≠ fτ7(ab), fτ7(c) = fτ7(d) ≠ fτ7(cd) y fτ7(a) ≠ fτ7(c).
7. E8, lo que se prueba usando un argumento similar al considerado para E7, pero tomando los
elementos b, c, d.
8. E9, pues fτ9(a) ≠ fτ9(b) ≠ fτ9(c) ≠ fτ9(d).
9. E10, pues los u´nicos elementos cuyo valor por medio de fτ10 coincide, son a y c, sin embargo,
estos no coinciden con fτ10(ac).
10. E12, pues fτ12(a) ≠ fτ12(b) ≠ fτ12(c) ≠ fτ12(d).
11. E13, pues fτ13(a) = fτ13(b) ≠ fτ13(ab), fτ13(c) = fτ13(d) ≠ fτ13(cd) y fτ13(a) ≠ fτ13(c).
12. E14, pues fτ14(a) ≠ fτ14(b) ≠ fτ14(c) ≠ fτ14(d).
13. E15, pues los u´nicos elementos cuyo valor por medio de fτ15 coincide, son b y c, sin embargo,
estos no coinciden con fτ15(bc).
14. E16, pues los u´nicos elementos cuyo valor por medio de fτ16 coincide, son a y b, sin embargo,
estos no coinciden con fτ16(ab).
15. E17, lo que se prueba usando un argumento similar al considerado para E16, pero tomando
los elementos c y d.
16. E21, pues fτ21(a) ≠ fτ21(b) ≠ fτ21(c) ≠ fτ21(d).
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A {a} {b} {c} {d} {a,b} {a,c} {a,d} {b,c} {b,d} {c,d}
fU2(A) 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4
fU3(A) 3 3 2 3 4 4 4 4 4 3
fU4(A) 2 2 3 3 3 4 3 3 3 4
fU5(A) 3 1 3 3 4 4 4 2 2 4
fU6(A) 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3
fU7(A) 2 2 3 3 4 3 4 4 3 4
fU8(A) 0 3 3 3 3 3 3 4 4 4
fU9(A) 2 1 3 3 3 4 3 3 3 4
fU10(A) 3 1 2 3 4 4 4 2 3 3
fU12(A) 1 2 2 3 3 2 3 3 3 3
fU13(A) 1 1 3 3 2 3 3 3 3 4
fU14(A) 0 2 3 3 2 3 3 4 3 4
fU15(A) 0 2 2 3 2 2 3 3 3 3
fU16(A) 1 1 2 3 2 2 3 2 3 3
fU17(A) 0 1 3 3 1 3 3 3 3 4
fU21(A) 0 1 2 3 1 2 3 2 3 3
Tabla 3-12: Funciones fU para los espacios de 4 elementos
De la tabla 3-4 es posible encontrar los grafos asociados a las topologı´as T0 sobre el conjunto{a,b,c,d}. Adema´s, con la ayuda del algoritmo 3, es posible verificar la validez de las siguientes
tablas que muestran sus cores respectivos:
Figura 3-6: Posets de 4 elementos y sus cores
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Figura 3-7: Posets de 4 elementos y sus cores
Capı´tulo 4
Conclusiones y recomendaciones
4.1. Conclusiones
En el desarrollo de este trabajo, se estudia una estructura que generaliza la nocio´n de espacio to-
polo´gico, denominada espacio pretopolo´gico, concepto concebido de forma similar a lo descrito
en [3], y se demuestra, que en el contexto de los espacios finitos, existe una correspondencia bi-
unı´voca entre estas estructuras y las FD relaciones con soporte finito, las cuales son conocidas
como bases de datos relacionales en la teorı´a de bases de datos, por medio de lo cual, se permite
pensar en las bases de datos como una estructura matema´tica, y asociarles algunos conceptos pre-
topolo´gicos: punto interior, punto adherente, conjunto abierto, conjunto cerrado, funcio´n continua
de un espacio pretopolo´gico finito en otro, espacio conexo y espacio T0. Por u´ltimo, se logra es-
tudiar la conexio´n entre las FD relaciones asociadas a topologı´as y los preo´rdenes, con el fin de
caracterizar nume´ricamente, por medio de funciones submodulares, el algoritmo de Stong, el cual
permite clasificar espacios finitos, por tipos de homotopı´a.
4.2. Recomendaciones
Durante la realizacio´n de este trabajo, surgieron algunas cuestiones que podrı´an considerarse en
trabajos futuros.
Caracterizar, mediante de FD relaciones y funciones submodulares, otras nociones y propie-
dades de espacios pretopolo´gicos finitos.
Encontrar otras propiedades de la funcio´n f∆, considerando a ∆ como un conjunto asociado
a otras estructuras distintas a las pretopologı´as, posiblemente matroides.
Caracterizar, mediante funciones submodulares, los algoritmos de reduccio´n de un punto,
que se encuentran en el trabajo de Jonathan Barmak [2].
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Mediante funciones submodulares: encontrar pares minimales, estudiar la teorı´a de McCord
referente a la homotopı´a de´bil, encontrar la caracterı´stica de Euler de un espacio finito, bucles
en diagramas de Hasse y topologı´as T1, entre otros temas que se encuentran en [2].
Detallar los algoritmos presentados, con el fin de programarlos en computador.
Estudiar los conceptos presentados, referentes a espacios pretopolo´gicos, por medio de las
funciones y las desigualdades de la informacio´n.
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